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 ВСТУП 
Розвиток сучасної техніки ставить перед інженерами різно-
манітні завдання, які пов’язані з проектуванням, виробництвом, 
експлуатацією різних споруд, машин та механізмів. Розв’язання 
виникаючих при цьому технічних задач, ґрунтується на загальних 
принципах і має загальну наукову основу. Пояснюється це тим, що 
в таких задачах значне місце займають питання, які вимагають 
вивчення законів руху або рівноваги тіл. 
Наука про загальні закони руху і рівноваги тіл називається 
теоретичною механікою. Відповідна навчальна дисципліна є одним 
із найважливіших курсів, які вивчаються у вищій технічній школі. 
Зараз до теоретичної механіки відносять порівняно вузький розділ 
механіки, а саме механіку матеріальної точки, механіку абсолютно 
твердого тіла та механічних систем. 
Матеріальною точкою називають тіло, розмірами якого можна 
знехтувати в даній задачі. Абсолютно твердим називають таке тіло, 
відстань між будь-якими точками якого не змінюються. Сукупність 
матеріальних точок і тіл, рухи і положення яких взаємозв’язані, 
називають механічною системою. 
У вищих технічних навчальних закладах теоретичну механіку 
поділяють на три розділи: статику, кінематику, динаміку. 
В статиці вивчають методи перетворення одних систем сил в 
еквівалентні їм та умови рівноваги матеріальних тіл під дією сил. 
Кінематика вивчає механічний рух з геометричної точки зору, 
без розгляду причин, які викликають або змінюють цей рух. 
Динаміка вивчає механічний рух матеріальних тіл залежно від 
сил, що діють на них, тобто у взаємодії з іншими матеріальними 
тілами. Вона є заключним і основним розділом теоретичної 
механіки, оскільки рух в ній розглядається в комплексі – з 
урахуванням усіх чинників, які його породжують або ж впливають 
на нього. Для розв’язання типових задач цього розділу саме і 
призначений даний посібник. 
Матеріал посібника викладено таким чином, що ним можна 
користуватись як при вивченні курсу по коротких, так і по більш 
повних програмах. Для студентів з короткою програмою вивчення 
дисципліни теми 2 та 10 є необов’язковими і можуть 
опрацьовуватись лише факультативно. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ДИНАМІКА 
Динаміка – розділ теоретичної механіки, в якому вивчають 
загальні закони механічного руху матеріальних тіл під дією 
прикладених до них сил. Динаміка, що базується на законах 
Ньютона, називається класичною динамікою. Залежно від 
властивостей об’єкта динаміку поділяють на: динаміку матеріальної 
точки та динаміку системи матеріальних точок (механічної 
системи).  
 
1. ЗАКОНИ НЬЮТОНА 
І закон Ньютона (закон інерції). 
Ізольована матеріальна точка перебуває в стані спокою, або 
рухається рівномірно прямолінійно поки прикладені до неї сили не 
заставлять її змінити цей стан. 
ІІ закон Ньютона (основний закон динаміки): 
m
F
a
r
r
= . 
 
Прискорення, яке набуває 
матеріальна точка під дією F
r
, 
пропорційне величині сили, обернено 
пропорційне масі точки і має напрям 
сили: 
Fam
rr
= .          (1.1) 
ІІІ закон Ньютона. 
Сили взаємодії між двома 
матеріальними точками рівні по величині і 
напрямлені по одній прямій в протилежні 
боки: 
FF ′′−=′
rr
.          (1.2) 
 
IV закон Ньютона. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Прискорення, яке набуває матеріальна точка під дією системи 
сил дорівнює геометричній сумі прискорень, яких набувала б 
матеріальна точка під дією окремо кожної із сил: 
 naaaa
rrrr
+++= ...21 , (1.3) 
де  
m
F
a i
r
r
=1 , m
F
a 22
r
r
= , ..., 
m
F
a nn
r
r
= . 
 
1.1. Основне рівняння динаміки точки 
На підставі II I IV законів можна записати основне рівняння 
динаміки точки, яке описує рух матеріальної точки під дією 
системи сил { }nFFF
rrr
,...,, 21 : 
 
∑
=
=
n
k
kFam
1
rr
.           (1.4) 
 
 
1. Основне рівняння динаміки точки в проекціях на осі 
декартової системи координат: 
 

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∑
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,
,
kzz
kyy
kxx
Fma
Fma
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 (1.5) 
2. Основне рівняння динаміки записане в проекціях на осі 
натуральної системи координат: 
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∑
∑
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F
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         (1.6) 
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 1.2. Диференціальне рівняння руху матеріальної 
точки 
Диференціальне рівняння руху точки в векторній формі: 
 ∑= kFdt
Vd
m
r
r
,  або (1.7) 
 ∑= kF
dt
rd
m
r
r
2
2
. (1.8) 
Рух матеріальної точки в загальному випадку описується 
диференціальним рівнянням другого порядку. 
Диференціальні рівняння матеріальної точки записані в 
проекціях на осі декартової системи координат: 
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 (1.9) 
або 
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 (1.10) 
Диференціальні рівняння руху матеріальної точки, записані в 
проекціях на осі натуральної системи координат: 
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 де 
dt
ds
V = . 
1.3. Пряма та обернена задачі динаміки 
1. Пряма задача 
Знаючи масу матеріальної точки та закон руху матеріальної 
точки, знайти сили, що діють на матеріальну точку. 
 
2. Обернена задача динаміки 
Знаючи масу матеріальної точки, сили, що діють на матеріальну 
точку та початкові умови (значення початкової швидкості та 
координат початкового положення), знайти закон руху матеріальної 
точки. 
Обернена задача розв’язується шляхом інтегрування 
диференціальних рівнянь руху матеріальної точки при певних 
початкових умовах.  
В загальному випадку сили, що діють на матеріальну точку, 
можуть бути сталими, функціями часу, швидкості та координат, 
тому інтегрування даних рівнянь не завжди можливе. Для розв’язку 
складних задач застосовуються методи численного інтегрування 
диференціальних рівнянь: 

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Розв’язок рівнянь: 
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де С1, С2, С3, С4, С5, С6 – сталі інтегрування, які визначаються із 
початкових умов. 
Початкові умови – це величини, які визначають початкове 
положення та швидкість точки. Наприклад, при 0=t : 
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
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

==
==
==
.,
;,
;,
00
00
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zz
yy
xx
VVzz
VVyy
VVxx
 
 
1.4. Питання для самопідготовки 
1. Як називається розділ механіки в якому вивчаються загальні 
закони механічного руху матеріальних тіл залежно від діючих на 
них сил? 
2. Напишіть основне рівняння динаміки точки. 
3. Як, знаючи вагу матеріальної точки, визначити її масу? 
4. Яка розмірність сили в міжнародній системі одиниць (СІ)? 
5. В яких одиницях вимірюється маса в міжнародній системі 
одиниць (СІ)? 
6. Напишіть диференціальні рівняння руху матеріальної точки в 
проекціях на осі декартової системи  координат.  
7. Напишіть диференціальні рівняння руху матеріальної точки в 
проекціях на осі натуральної системи координат.  
8. На матеріальну точку діють сили nFFF
rrr
...,,, 21 . Кожна з цих 
сил окремо надає їй прискорення відповідно naaa
rrr
...,,, 21 . Чому 
рівне прискорення a
r
, що отримє точка від дії сукупності сил? 
9. Якою задачею динаміки є задача визначення сили, що діє на 
точку, якщо рух точки і її маса відомі? 
10. Якою задачею динаміки є задача визначення руху точки, якщо 
сили що діють на точку і її маса відомі? 
11. З яких умов визначаються сталі інтегрування? 
12. Під дією деякої сили величина швидкості точки масою т  
змінюється за законом: V=at, де a=const, t – час. Знайти силу, 
вважаючи рух точки прямолінійним. 
13. Точка масою т рухається згідно рівняння х = а соnst м, де  
a = const, t – час. Знайдіть величину сили прикладеної до точки сил. 
14. Точка масою т рухається по колу радіусом R згідно з 
рівнянням: s=at, м, де a = const, t – час. Запишіть диференціальні 
рівняння руху точки в натуральній формі. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1.5. Порядок розв’язування прямої задачі 
динаміки точки 
1. Зображаємо на рисунку матеріальну точку в 
поточний момент часу. 
2. Напрямляємо активні сили, які діють на 
матеріальну точку. 
3. У випадку невільної матеріальної точки 
напрямляємо реакції в’язей. 
4. Вибираємо систему відліку. 
5. Визначаємо проекції прискорення на вибрані осі 
координат. 
6. Записуємо основне рівняння динаміки в проекціях на вибрані 
осі (1.5) або (1.6). 
7. Визначивши алгебраїчну суму і підставивши суму проекцій 
сил на вибрані осі і підставивши суму проекцій сил в (1.5) або в 
(1.6), визначаємо невідомі. 
 
1.6. Приклади розв’язування прямої задачі 
динаміки точки 
Задача 1. Тягар вагою 100 Н піднімається згідно закону  
y = 2.25t2, м. Визначити силу натягу канату, за допомогою якого 
піднімається тягар (рис. 1.1). 
Розв’язання 
Тягар виконує поступальний рух, тому його 
можна розглядати як матеріальну точку. 
Зображуємо тіло в довільний момент часу 
(рис. 1.1). напрямляємо активну силу P
r
. 
Звільняємо тіло від в’язі і напрямляємо реакцію 
в’язі T
r
. Вибираємо систему координат. 
Записуємо основне рівняння динаміки в проекції 
на вісь Оy (тіло рухається вздовж осі Оy): 
 ∑
=
=
n
k
kyy Fma
1
 (1) 
Визначимо проекцію прискорення на вісь Оy: 
Рис. 1.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  2
2
2
9,4 cм
dt
yd
a y == . (2) 
Запишемо суму проекцій всіх сил, що діють на точку на вісь Оy: 
PTF
n
k
ky −=∑
=1
.           (3) 
Підставивши (3) в (1) одержимо: 
yy maPTPTma +=⇒−= , . 
Враховуючи, що 
P
m
g
= , визначимо Т: 
( ) ( ) .1508.99.411001 HgaPT y =+⋅=+=
 
Відповідь: HT 150= . 
 
Задача 2. У відцентровому тахометрі 
кулька вагою 9,8 Н розміщена на кінці 
невагомого стержня АВ, шарнірно 
закріпленого на вертикальній осі ВС, що 
обертається (рис. 1.2). Кулька утримується 
ниткою ALD, кінець якої D закріплений в 
трубці LD. 
Визначити силу натягу нитки, а 
також зусилля в стержні АВ, якщо 
кутова швидкість тахометра рівна 
2 с-1 і АВ = =СВ = LВ = 1 м. 
Розв’язання 
Розглянемо рух кульки А, 
приймаючи її за матеріальну точку. 
Зображаємо кульку А в поточний 
момент часу (рис. 1.3). 
Напрямляємо активну силу P
r
, 
яка діє на кульку. Умовно відки-даємо в’язі і замінюємо їх дію на 
кульку реакціями в’язей: R
r
 і Т
r
. 
Рис. 1.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Вибираємо систему відліку – напрямну систему координат з 
початком в точці А. Складаємо диференціальні рівняння руху 
кульки А в проекції на натуральні осі. 
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
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1
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1
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k
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де      ∑
=
τ =
n
k
kF
1
0 ; °−°=∑
=
30cos30cos
1
RTF
n
k
kn ; 
     PRTF
n
k
kb −°+°=∑
=
30sin30sin
1
; 
      constALV =°⋅ω= 60sin ; °= 60sinALr . 
Отже  0=
dt
dV
;  і рівняння матимуть вигляд: 
 
( )







−°+°=
°−°=
⋅
°ω
⋅
=
.30sin30sin0
,30cos30cos
60sin
60sin
,00
0
2
PRT
RT
AL
AL
g
P
 (1) 
Розв’язавши систему рівнянь (1), визначимо T і R: 
   RPT −°= 30sin , 
°−°=°ω 30cos230ctg60sin2 RPAL
g
P
; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ( ) ( ) ( )HPALgR 8,78,9
32
38,9232
30cos2
60sin30ctg 22
=⋅
⋅−
=
°
°ω−°
= ;
( )HT 8,118,75,08,9 =−= . 
Відповідь:    R=7,8 H,    T=11,8 H. 
1.7. Порядок розв’язування оберненої задачі 
динаміки точки 
Пункти 1-4 – див. порядок розв’язання прямої задачі динаміки 
точки. 
5. Записуємо початкові умови руху матеріальної точки. 
6. Складаємо диференціальні рівняння руху точки в проекціях 
на осі вибраної системи координат. Всі змінні сили при цьому слід 
виразити через величини, від яких ці сили залежать. 
7. Інтегруємо диференціальні рівняння; із початкових умов 
визначаємо сталі інтегрування. У випадку, коли сила залежить від 
координат рухомої точки x, y, z  робимо заміну змінних: 
 
 









⋅==
⋅==
⋅==
.
;
;
2
2
2
2
2
2
dz
dV
V
dt
dV
dt
zd
dy
dV
V
dt
dV
dt
yd
dx
dV
V
dt
dV
dt
xd
z
z
z
y
y
y
x
x
x
 
8. З отриманих в результаті інтегрування рівнянь знаходимо 
шукані величини. 
 
1.8. Приклади розв’язування оберненої задачі 
динаміки точки 
1. Задачі, в яких сили, що діють на матеріальну точку, сталі. 
Задача 3.  По похилій шорсткій площині, що складає кут °30  з 
горизонтом, рухається тіло масою m (рис. 1.4).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Визначити закон руху тіла, якщо початкова 
швидкість 100 =V  м/с, а коефіцієнт тертя ковзання 
1,0=f . 
 
Розв’язання 
Розглядаємо рух тіла, приймаючи його за матеріальну точку. 
Зобразимо точку в поточний момент часу (рис. 1.5). Напрямляємо 
активну силу P
r
. Напрямляємо складові реакції в’язі: силу тертя 
трF
r
 і нормальну реакцію N
r
. Вибираємо 
систему координат x0y з початком в почат-
ковому положенні тіла. Записуємо початкові 
умови руху точки: 
при  0,,0,0:0 000 ===== yx VVVyxt .  
Складаємо диференціальні рівняння руху 
точки в проекціях на вибрані осі: 







=
=
∑
∑
=
=
n
k
ky
y
n
k
kx
x
F
dt
dV
m
F
dt
dV
m
1
1
.
;
 
Оскільки:   тр
n
k
kx FPF −°−=∑
=
30sin
1
, 
 
g
P
m
dt
dV
PNF
y
n
k
ky ==°−=∑
=
,0,30cos
1
, 
то рівняння матимуть вигляд: 
 




°−=
−°−=⋅
.30cos0
,30sin
PN
FP
dt
dV
g
P
тр
x
 
Звідки: °= 30cosPN . 
Відомо, що °== 30cosPfNfFтр . 
Рис. 1.4 
Рис. 1.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Отже °−°−=⋅ 30cos30sin PfP
dt
dV
g
P x , 
 ( )°+°−= 30cos30sin fg
dt
dVx . (1) 
Проінтегруємо диференціальне рівняння руху точки (1). 
Розділюємо змінні і інтегруємо: 
 ( )∫ ∫°+°−= dtfgdVx 30cos30sin , 
 ( ) 130cos30sin CtfgVx +⋅°+°−= .  (2) 
Підставимо початкові умови і визначимо С1: 
 V0 = C1. 
Підставимо значення сталої інтегрування в (2) і одержимо закон 
зміни швидкості: 
( ) 030cos30sin VtfgVx +°+°−= . 
З кінематики відомо, що: 
dt
dx
Vx = . 
Тоді ( ) 030cos30sin Vtfgdt
dx
+⋅°+°−= . 
Розділюємо змінні і інтегруємо: 
 ( )[ ]∫ ∫ −⋅°+°−= dtVtfgdx 030cos30sin ; 
 ( ) 20
2
2
30cos30sin CtV
t
fgx +⋅+⋅°+°−= . (3) 
Підставивши початкові умови в (3), визначимо С2: 
 0 = С2 . 
Підставляємо значення С2 в (3) і отримаємо закон руху точки: 
 ( ) ( )ttttx 1092434,010
2
866,01,05,08,9 2
2
+−=+⋅⋅+−=  м. 
Відповідь: ( )ttx 1092434,0 2 +−=  м. 
 
2. Задачі, в яких сили, які діють на матеріальну точку, залежать 
від часу. 
 
Задача 4. Судно водотоннажністю Р рухається прямим курсом з 
початковою швидкістю V0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 При збільшенні швидкості рушійна сила гвинтів Q пропорційна 
часу, тобто Q = kt, де 
k = const, а сила опору 
води T = const. Визначити 
шлях S, який пройде 
судно за час t = t1, якщо 
за цей час його 
швидкість збільшилась в 
два рази. 
 
Розв’язання 
Розглянемо рух судна, приймаючи його за матеріальну точку. 
Зобразимо точку в поточний момент часу (рис. 1.6). 
Напрямляємо активні сили, які діють на точку P
r
– сила тяжіння 
і  Q
r
– рушійна сила гвинтів. 
Напрямляємо реакції в’язей: 
R
r
 – виштовхувальна (Архімедова) сила; 
T
r
 – сила опору. 
Вибираємо систему координат xОy з початком, в початковому 
положенні точки. Записуємо початкові умови: 
при  00 ;0:0 VVxxt x ==== . 
Складаємо диференціальне рівняння руху точки в проекції на 
вісь Оx:  
∑
=
=
n
k
kx
x F
dt
dV
m
1
. 
Оскільки   ( )TktTQF
n
k
kx −=−=∑
=1
 і 
g
P
m = ,  
то диференціальне рівняння матиме вигляд: 
P
Tg
kt
dt
dV
g
P x −=⋅ ⇒ 
P
Tg
t
P
kg
dt
dVx −⋅= . 
 
Проінтегруємо два рази диференціальне рівняння руху точки: 
Рис. 1.6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ∫ ∫ 



 −⋅= dt
P
Tg
t
P
kg
dVx ; 
1
2
2
Ct
P
Tgt
P
kg
Vx +⋅−⋅= . 
Визначимо з початкових умов С1 : 
V0 = C1 . 
Закон зміни швидкості матиме вигляд: 
 0
2
2
Vt
P
Tgt
P
kg
Vx +⋅−⋅= . (1) 
З кінематики  відомо, що: 
dt
dS
dt
dx
Vx == ; 
Тоді  0
2
2
Vt
P
Tgt
P
kg
dt
dS
+⋅−⋅= . 
 
Розділюємо змінні і знову інтегруємо: 
;
2 0
2
∫∫ 





+⋅−⋅= dtVt
P
Tgt
P
kg
dS  
20
23
26
CtV
t
P
Tgt
P
kg
S +⋅+⋅−⋅= . 
Визначимо з початкових умов С2 : 
20 C= . 
Отже закон руху матиме вигляд:  
 tV
t
P
Tgt
P
kg
S ⋅+⋅−⋅= 0
23
26
. (2) 
З умови задачі відомо, що  
01 21 VVV ttx === .             (3) 
Підставивши (2) в (1), визначимо К: 
01
2
1
0
2
2 Vt
P
Tgt
P
kg
V +⋅−⋅= ; 
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Підставивши значення К в (2), визначимо S: 
.
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4
2323
2
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P
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Відповідь: 2110 63
4
t
P
Tg
tVS ⋅−⋅= . 
3. Сила, що діє на матеріальну точку, залежить від віддалі. 
 
Задача 5. Матеріальна точка масою m, що мала початкову 
швидкість 20 =V  м/с, рухається по горизонтальній площині 
вздовж осі Оx. Визначити закон руху точки, якщо сила опору  
( )2kx
km
R
+
= ,  
де k = const. 
 
 
Розв’язання 
Зображаємо точку в поточний момент часу (рис. 1.7).  На точку 
діють сили P
r
  та N
r
. 
Напрямляємо силу опору R
r
. Вибираємо систему координат.  
Початкові умови: при 0;0:0 VVxt x === . 
Складаємо диференціальне рівняння руху точки в проекції на 
вісь Ох:  
∑
=
=
n
k
kx
x F
dt
dV
m
1
. 
Оскільки  
( )21 kx
km
RF
n
k
kx +
−=−=∑
=
, то 
( )2kx
k
dt
dVx
+
−= . 
Рис. 1.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Заміна змінних: 
dx
dV
V
dt
dV x
x
x ⋅=  . 
Отже   
( )2kx
k
dx
dV
V xx
+
−=⋅  . 
 
Розділюємо змінні і проінтегруємо: 
( )∫∫ +−=⋅ 2kx
k
dx
dV
V xx ; 
 1
2
2
C
kx
kVx +
+
=  . 
Визначимо з початкових умов С1 : 
( )
1
2
02
2
C
k
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+
= ;   С1 = 0. 
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k
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 . 
З кінематики відомо: 
dt
dx
Vx = . 
Отже  
kx
k
dt
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+
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2
. 
Розділюємо змінні і проінтегруємо: 
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Визначимо з початкових умов С2 : 
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4. Сила, що діє на матеріальну точку, залежить від швидкості. 
Задача 6. Підводний човен, що не 
рухається, отримав невелику від’ємну 
плавучість Р і опускається на глибину, 
рухаючись поступально. Опір води при 
невеликій від’ємній плавучості можна 
прийняти пропорційним швидкості 
опускання і рівним kAV, де k=const, A – 
площа горизонтальної проекції човна, V – 
швидкість опускання. Визначити швидкість 
опускання V(t), якщо при t=0, V0=0 і M – 
маса човна. 
Розв’язання 
Розглянемо рух човна, прийнявши його за матеріальну точку. 
Зображаємо човен в поточний момент часу (рис. 1.8). 
Напрямляємо активну силу P
r
 – плавучість човна. Напрямляємо 
реакцію в’язі R
r
 – силу опору води руху човна. Вибираємо систему 
координат: початок розміщуємо в початковий момент руху човна. 
Вісь Оy напрямляємо вздовж траєкторії руху човна. 
Початкові умови руху човна: 
при 0;0;0 0 ===== Oyy VVyyt . 
Складаємо диференціальне рівняння руху човна: 
∑
=
=
n
k
ky
y
F
dt
dV
M
1
. 
Рис. 1.8 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Оскільки   
 y
n
k
y kAVPRPF −=−=∑
=1
,  то  y
y
kAVP
dt
dV
M −= . 
Отже  
M
kAVP
dt
dV yy −= . 
Розділюємо змінні і інтегруємо: 
 ∫∫ =− M
dt
kAVP
dV
y
y ;   ( ) 1ln1 C
M
t
kAVP
kA
y +=−⋅−  . 
С1 визначимо з початкових умов: 
;0ln
1
1CP
kA
+=⋅−       .
ln
1
kA
P
C −=  
Тоді  
 ( )
kA
P
M
t
kAVP
kA
y
ln
ln
1
−=−⋅− .  (1) 
З рівняння (1) визначимо Vy : 
M
t
kAVP
P
kA y
=
−
⋅ ln
1
;        





−=
⋅− t
P
kA
y e
kA
P
V 1 . 
Відповідь: 





−=
⋅− t
P
kA
y e
kA
P
V 1 . 
5. Приклад розв’язання оберненої задачі динаміки точки в 
випадку криволінійного руху точки. 
 
Задача 7. Літак летить на висоті Н 
над землею з горизонтальною швидкістю 
900 км/год. Визначити закон руху тягаря, 
скинутого з літака без початкової 
швидкості, якщо сила опору повітря 
рухові тягаря пропорційна швидкості 
тягаря і рівна: VmF
rr
2,0−= , де m – маса 
тягаря. 
 
 
Рис. 1.9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розв’язання 
Розглянемо рух тягаря, приймаючи його за матеріальну точку. 
Зображаємо тягар в поточний момент часу (рис. 1.9). 
Напрямляємо активну силу P
r
. Напрямляємо силу опору повітря 
R
r
, яка діє на вантаж. 
Вибираємо систему координат.  
Записуємо початкові умови руху тягаря: 



==
===
=
.0;0
;/25/900;0
:0
00
00
0
y
x
Vy
смгодкмVx
t  
Складаємо диференціальні рівняння руху в проекціях на вибрані 
осі: 
 ∑
=
=
n
k
kx
x F
dt
dV
m
1
; ∑
=
=
n
k
ky
y
F
dt
dV
m
1
. 
Оскільки    xx
n
k
kx mVRF 2,0
1
−=−=∑
=
;  
 yy
n
k
ky mVmgRPF 2,0
1
−=−=∑
=
, то 
 
x
x V
dt
dV
2,0−= ;    ( )yy Vg
dt
dV
−= 52,0 . (1) 
Проінтегруємо диференціальні рівняння (1): 
∫∫ −= dtV
dV
x
x 2,0 ;  12,0ln CtVx +−= ; 
∫∫ =− dtVg
dV
y
y 2,0
5
; ( ) 22,05ln CtVg y +−=−−  . 
Визначимо С1 і С2 з початкових умов: 
25ln1 =C ; gC 5ln2 −= . 
Отже  ( )


−=−−
+−=
gtVg
tV
y
x
5ln2,05ln
;25ln2,0ln
 ( )



−=
=
−
−
.15
;25
2,0
2,0
t
y
t
x
egV
eV
 
Оскільки  
dt
dx
Vx =  і 
dt
dy
Vy = , то     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
( )



−=
=
−
−
.15
,25
2,0
2,0
t
t
eg
dt
dy
e
dt
dx
 (2) 
Проінтегруємо диференціальні рівняння (б): 
 
( )∫ ∫
∫ ∫
−
−
−=
=
.15
;25
2,0
2,0
dtegdy
dtedx
t
t
    ( )



++=
+−=
−
−
.55
;125
4
2,0
3
2,0
Cetgy
Cex
t
t
 
З початкових умов визначимо С3  і  С4: 
 ( ) .5050
;1250
4
0
3
0




++=
+−=
Ceg
Ce
   



−=
=
.25
;125
4
3
gС
С
 
Отже  
( )
( )



−+=
+−=
−
−
.,555
,,1125
2,0
2,0
мetgy
мex
t
t
 
Відповідь:  
закон руху тягаря:        
( )
( )[ ]



−+=
−=
−
−
.,155
;,1125
2,0
2,0
мetgy
мex
t
t
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 2.2 
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2. КОЛИВАННЯ МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ 
2.1. Вільні коливання матеріальної точки 
Вільними (власними) називаються коливання матеріальної 
точки, які відбуваються під дією поновлюючої сили. 
Поновлюючою називається сила, яка намагається повернути 
точку в положення рівноваги і пропорційна відхиленню цієї точки 
від положення статичної рівноваги. 
1. При русі матеріальної точки М масою m по горизонтальній осі 
(рис. 2.1) під дією поновлюючої 
сили F
r
, яка рівна по модулю 
xcF = , диференціальне рів-
няння руху точки має вигляд:  
   02 =+ xkx&& ,          (2.1) 
де  
m
c
k =2 ,  
с – коефіцієнт пружності пружини, який чисельно рівний силі, 
яку потрібно прикласти до пружини, щоб змінити її на одиницю 
довжини. 
2. Матеріальна точка М масою m підвішена до нижнього кінця 
пружини (рис. 2.2). 
В положенні (г) рис. 2.2 поновлююча сила F
r
 рівна по модулю: 
( )стxcF δ+= , а сила P
r
 по модулю рівна P = стс δ⋅ . 
Рис. 2.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Диференціальне рівняння вільних коливань має вигляд: 
02 =+ xkx&& ,   де 
m
c
k =2 . 
При початкових умовах: при t = 0:   0xx = ,   0xx && = . 
Закон вільних коливань має вигляд:   ( )α+= ktax sin ,        (2.3) 
де А – амплітуда коливань – найбільше відхилення точки від 
положення рівноваги: 
 
2
2
02
0
k
x
xa
&
+= ; (2.4) 
( )α+kt  – фаза коливань, α  – початкова фаза коливань, яка 
визначається за формулою: 
0
0tg
x
kx
&
=α , (2.5) 
k – кругова частота коливань – число коливань матеріальної точки 
за 2π секунд: 
cm
g
m
c
k
δ
== .   (2.6) 
Періодом коливань Т матеріальної точки називається найменший 
проміжок часу, протягом якого здійснюється одне повне коливання: 
 
gc
m
k
T cm
δ
ππ
π
22
2
=== . (2.7) 
2.2. Затухаючі коливання 
При русі матеріальної точки в середовищі, яке чинить опір 
рухові точки (повітря, рідина), виникає сила опору рухові 
матеріальної точки, яка пропорційна швидкості точки:   VR β= , де 
β – сталий коефіцієнт; при великих швидкостях – пропорційна 
квадрату швидкості точки: 
2
1VR β= , де β1 – сталий коефіцієнт. 
Диференціальне рівняння руху матеріальної точки в випадку 
затухаючих коливань має вигляд: 
 02 2 =++ xkxnx &&& , (2.8) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 де  
m
c
k =2 ,   
m
n
β
=2 . 
Якщо  n < k –  випадок малого опору,  n > k  –  випадок великого 
опору, n = k – граничний випадок. 
1. Якщо n < k, то    ( )α+⋅−⋅⋅= − tnkeAx nt 22sin . 
Якщо  t = 0,   0xx = ,   0xx && = ,  то:  
 
( )







+
−
=α
−
+
+=
.
,
00
22
0
22
2
002
0
nxx
nkx
tg
nk
nxx
xA
&
&
 2.9) 
Кругова частота і період коливання визначаються за формулами: 
 





−
=
−=
.
2
,
22
22
nk
T
nkk
c
c
π  (2.10) 
2. Якщо n > k, то матеріальна точка здійснює неперіодичний рух 
згідно закону:  
 ( )tkntknnt eCeCex ⋅−−⋅−− +⋅= 2222 21 . (2.11) 
3. Якщо kn = , то матеріальна точка здійснює затухаючі 
неперіодичні коливання:    
 ( )tCCex nt ⋅+⋅= − 21 . (2.12) 
 
2.3. Вимушені коливання 
Вимушеними називаються коливання, які відбуваються під дією 
періодичної збурної  сили, прикладеної до точки, яка являється 
функцією від часу. 
Диференціальне рівняння вимушених коливань, які відбуваються 
під дією збурної сили   ( )δ+= ptHS sin , має вигляд: 
 ( )δ+=+ pthxkx sin2&& ,  де  
m
H
h
m
c
k == ,2 . (2.13) 
Закон руху матеріальної точки в випадку  р ≠ к визначається за 
формулою:                         х = х1 + х2, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 де х1 –  загальний розв’язок однорідного диференціального 
рівняння;  х2 –  частковий розв’язок неоднорідного рівняння. 
Отже    ( )




δ+⋅
−
=
⋅+⋅=
.sin
,sincos
222
211
pt
pk
h
x
ktcktcx
 
Значить  ( )δ+⋅
−
+⋅+⋅= pt
pk
h
ktcktcx sinsincos
2221
.     (2.14) 
При початкових умовах, тобто при t = 0:   0xx = ,   0xx && =  сталі 
інтегрування визначаються за формулами: 
 
( )





⋅
−
−=
⋅
−
−=
.cos
,sin
22
0
2
2201
δ
δ
pkk
ph
k
x
c
pk
h
xc
&
 (2.15) 
2.4. Питання для самопідготовки 
1. Як називаються коливання, які здійснюються під дією 
тільки відновлювальної сили? 
2. Чи залежить період вільних коливань матеріальної точки від 
початкових умов руху? 
3. По якій формулі знаходиться амплітуда вільних коливань 
матеріальної точки? 
4. Як знаходиться циклічна (кругова) частота вільних 
коливань? 
5. Яка розмірність коефіцієнта жорсткості пружини? 
6. Напишіть диференціальні рівняння вільних коливань 
матеріальної точки. 
7. Чи є сила пружності відновлювальною силою? 
8. По якій формулі знаходиться період коливань матеріальної 
точки? 
9. Що називається фазою вільних коливань матеріальної 
точки? 
10. Чи залежить циклічна (кругова) частота вільних коливань 
матеріальної точки від початкових умов руху? 
11. Напишіть закон гармонійних коливань матеріальної точки. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 12. Як називаються величина рівна найбільшому відхиленню 
від центра коливання? 
13. Чи збільшиться період вільних коливань при збільшені маси 
точки? 
14. В яку сторону зміщує постійно сила центр коливань, якщо 
коливання точки відбуваються під дією відновлювальної сили? 
15. Чи залежить амплітуда вільних коливань матеріальної точки 
від початкових умов руху? 
16. Який вид графіку вільних коливань? 
17. Чи змінює постійна сила характер коливань, якщо 
коливання точки відбувається під дією відновлювальної сили? 
18. Вантаж вагою Р підвішений на пружині з коефіцієнтом 
жорсткості С. Визначити статичне видовження пружини.  
19. Яка розмірність  циклічної (кругової) частоти вільних 
коливань матеріальної точки? 
20. Чи залежить початкова фаза вільних коливань матеріальної 
точки від початкових умов руху? 
21. На яку величину зміщує постійна сила центр коливань, що 
здійснюються точкою під дією відновлювальної сили? 
22. Як називається проміжок часу, під час якого точка здійснює 
одне повне коливання? 
23. За якою формулою визначається циклічна (кругова) частота 
вільних коливань матеріальної точки? 
24. Статичне видовження пружини, на якій підвішений вантаж 
вагою Р, рівне ƒст. Визначити коефіцієнт жорсткості пружини. 
25. Яка розмірність періоду вільних коливань матеріальної 
точки? 
    
2.5. Порядок розв’язування задач 
1. Виділяємо матеріальну точку і зображуємо її в даний 
момент часу. 
2. Напрямляємо активні сили, які діють на розглядувану 
матеріальну точку. 
3. Звільняємо матеріальну точку від в’язей і замінюємо їх дію 
реакціями в’язей. 
4. Записуємо початкові умови руху точки, виходячи з умови 
задачі. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 5. Складемо диференціальне рівняння коливного руху 
матеріальної точки. 
6. Інтегруємо диференціальне рівняння і визначаємо шукані 
величини. 
 
2.6. Приклади розв’язування задач 
Задача 8. На гладенькій площині, нахиленій під кутом 30° до 
горизонту, знаходиться тягарець вагою Р = 9,8 Н (рис. 2.3), які 
закріпленні до пружини, жорсткість, якої С = 100 Н/см. Визначити 
рівняння руху 
тягарця, якщо він 
опускається без 
початкової швидкості 
із положення, при 
якому пружина не 
була деформована. 
Розв’язання 
Зображаємо тягарець в поточний момент часу. 
Напрямляємо активну силу P
r
. Напрямляємо реакції в’язей: 
пр
FN
rr
, . 
Сила пружності пружини: fcFпр = , де ƒ – повне видовження 
пружини, яке рівне xff
cm
+= . 
Отже  ( )xfcF
cmnp
+= . 
Вибираємо систему координат: початок координат співпадає з 
положенням статичної рівноваги тягарця, вісь ОХ напрямляємо в 
бік руху тягарця. 
Початкові умови: при t = 0:   0, 00 ==−= xxfx cm && . 
Складаємо диференціальне рівняння руху: 
 ∑
=
=
n
k
kxF
dt
xd
m
1
2
2
. 
Рис. 2.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Враховуючи, що °+−=∑
=
30sin
1
PFF np
n
k
kx , одержимо: 
 ( ) °++−= 30sin
2
2
gmxfc
dt
xd
m cm . (1) 
В положенні статичної рівноваги: 
  0
1
=∑
=
n
k
kxF ,  030sin;030sin =−°=−° cmcm fcgmFP . 
Отже .30sin °= gmfc cm  (2) 
Підставивши (2) в (1), одержимо:  
0;
2
2
=⋅+−= x
m
c
xабоcx
dt
xd
m && . 
Оскільки:    
m
c
k =2 ,   то:  
 02 =+ xkx&& . (3) 
Розв’язок рівняння (в) має вигляд: 
ktcktcx sincos 21 += . 
Визначимо сталі інтегрування з початкових умов, попередньо 
знайшовши 
dt
dx
x =& ;   ktkcktkcx cossin 21 +−=& . 
Тоді:                



+−=
+=−
.0cos0sin0
;0sin0cos
21
21
kckc
ccf cm
 
Розв’язавши систему рівнянь, визначимо с1 і с2 : 
049,0
100
58,930sin
;0 12 −=
⋅
−=
°
−=−==
c
P
fcс cm (см). 
Закон руху тягарця матиме вигляд: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ).( 100cos049,0
8,9
980100cos049,0cos049,0cos049,0
cмt
tt
P
gc
ktx
−=
=⋅⋅−=⋅
⋅
−=−=
     Відповідь: tx 100cos049,0−= см. 
 
Задача 9. Тягарець вагою Р = 98 Н 
прикріплений до пружини, коефіцієнт 
жорсткості якої с = 10 Н/см, і опущений 
в рідину (рис. 2.4). При русі тягаря в 
рідині виникає сила опору рухові, яка 
пропорційна швидкості тягаря: ,VR β=  
де см/6,1 сН ⋅=β . Визначити закон 
руху тягарця, якщо в початковий момент 
часу тягарець був зміщений від 
положення статичної рівноваги вниз на 4 
см і йому була надана початкова 
швидкість V0 = 4 см/с. 
Розв’язання 
Зображаємо тягарець в поточний 
момент часу. Напрямляємо активну силу 
P
r
. Напрямляємо реакції в’язей: 
пр
FR
rr
,  
(рис. 2.4). 
Сила пружності fcFпр = , де ƒ – повне видовження пружини, 
яке рівне xff cm += . 
Отже  ( )xfcF cmnp += . 
Вибираємо систему координат: початок координат співпадає з 
положенням статичної рівноваги тягарця, вісь Ох напрямляємо в бік 
руху тягарця. 
Початкові умови: при t = 0:   ./4,4 00 ccмxxcмxx ==== &&  
Складаємо диференціальне рівняння руху тягарця: ∑
=
=
n
k
kxFxm
1
&& . 
Враховуючи, що: 
Рис. 2.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ( ) cmcmnp
n
k
kx fcmgPxxfcmgRFPF ==−+−=−−=∑
=
та6,1
1
& , 
одержимо  xxcxxcfcfcxm cmcm &&&& 6,16,1 −−=−−−= . Отже: 
.06,1
,06,1
=++
=++
x
m
c
x
m
x
xcxxm
&&&
&&&
 
Позначимо       






=
⋅
=
⋅
==
=
⋅
=
⋅
==
.100
98
98010
,16
98
9806,16,16,1
2
2
P
gc
m
c
k
P
g
m
n
 
Тоді 02 2 =++ xkxnx &&& ,           (1) 
де   .100;162 2 == kn  
Запишемо характеристичне рівняння диференціального рівняння (1): 
02 22 =++ knλλ ,       звідки 
.22222,1 nkinknn −±−=−±−=λ  
Рівняння руху тягарця має вигляд: 
( ))sin()cos( 222221 tnkctnkcex nt ⋅−+⋅−= − .                 (2) 
Щоб визначити з початкових умов с1 і с2 , потрібно знайти х& : 
( )
( ) .)sin()cos(
)cos()sin(
22
2
22
1
2222
2
2222
1
tnkctnkcne
tnknkctnknkcex
nt
nt
⋅−+⋅−−
−⋅−−+⋅−−−=
−
−
&
   (3) 
Підставимо в (2) і (3) початкові умови і, врахувавши, що: 
,664100;8 22 =−=−= nkn  одержимо: 
    
( ) ( )


⋅+⋅−⋅⋅+⋅⋅−=
⋅=
.08sin08cos808cos808sin84
;)08cos(4
21
0
21
0
1
ccecce
c
 
Розв’язавши систему рівнянь, матимемо:      



=
=
.5,4
;4
2
1
c
c
 
Закон руху тягарця: ( )ttex t 6sin5,46cos48 += − , см. 
Відповідь:  ( )ttex t 6sin5,46cos48 += − , см. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Задача 10. Тягарець вагою 100 Н підвішений до 
пружини (рис. 2.5), коефіцієнт жорсткості якої с = 
= 20 Н/см, починає коливатися із стану спокою під 
дією сили ptHF sin= , де Н = 27,6 Н, 110 −= cp , 
110 −= cP . В початковий момент часу тягарець 
знаходився в положенні статичної рівноваги. 
Визначити закон руху тягарця. 
Розв’язання 
Зображаємо тягарець в проміжний момент часу 
(рис. 2.5). Напрямляємо сили, які діють на тягарець: 
P
r
, прFF
rr
, . Вибираємо систему координат, по-
містивши початок координат в положенні статичної 
рівноваги. Вісь Оx напрямляємо вниз. Складаємо 
диференціальне рівняння руху тягарця: 
                  ∑
=
=⋅
n
k
kxFxm
1
&& ;   
( ).sin
1
xfcfcptHFPFF cmcmnp
n
k
kx +−⋅+=−+=∑
=
Тоді   ptHcxxm sin+−=&& . 
Поділивши праву і ліву частини на m, одержимо: 
pt
m
H
x
m
c
x sin+−=&& . 
Позначивши  
m
c
k =2 , 
P
gH
m
H
h
⋅
== ,  одержимо: 
 pthxkx sin2 =+&& .                                               (1) 
Загальний розв’язок рівняння (1):  х = х1 + х2,  де  
х1 – загальний розв’язок однорідного рівняння: 0
2 =+ kx&& ; 
х2 – частковий розв’язок диференціального рівняння (1). 
Відповідно: ktcktcx sincos 211 += . 
Частковий розв’язок шукаємо у вигляді: 
 ptAx sin2 = .             (2) 
Підставивши (2) в (1), визначимо А: 
Рис. 2.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 pthptAkptAp sinsinsin 22 =⋅+− . 
Отже  
22 pk
h
A
−
= . 
Тоді розв’язок диференціального рівняння (1) матиме вигляд: 
 pt
pk
h
ktcktcx sinsincos
2221
⋅
−
++= . (3) 
Визначимо с1 і с2 з початкових умов:      
при  t = 0   0,0 00 ==== xxxx && . 
 pt
pk
h
ktkcktkcx coscossin
2221 −
++−=& . (4) 
Підставимо  початкові умови в (3) і (4): 






−
++−=
−
++=
.0cos0cos0sin0
;0sin0sin0cos0
2221
2221
pk
h
kckc
pk
h
cс
 
Розв’язавши систему рівнянь, визначимо с1 і с2 : 
( ) .,0 2221 pkk
ph
cс
−
⋅
−==  
Отже ( ) cмptpk
h
kt
pkk
ph
x ,sinsin
2222 





⋅
−
+⋅
−
⋅
−= . 
Підставивши числові значення:  
114196
100
98020 −==
⋅
=
⋅
= c
p
gc
k ,    р = 10с-1, 
,96100196,48,270
100
9806,27 22 =−=−=
⋅
=
⋅
= pk
Q
gH
h  
одержимо 
( ) cмttttx 10sin8175,214sin0125,210sin
96
48,270
14sin
9614
1048,270
+−=+
⋅
⋅
−=
     Відповідь: ( ) .,10sin8175,214sin0125,2 cмttx +−=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 3.  ТЕОРЕМА ПРО РУХ ЦЕНТРА МАС МЕХАНІЧНОЇ 
СИСТЕМИ 
3.1. Центр мас механічної системи 
Центром мас механічної системи називається геометрична точка, 
в якій зосереджена вся маса системи і положення якої визначають 
за формулами: 
  ;
1
1
∑
∑
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=
=
n
k
k
n
k
kk
c
m
rm
r
r
r
           (3.1) 
або 
∑
∑
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∑
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∑
∑
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1
1 . 
У випадку, коли відомі координати центрів мас окремих частин 
системи: 
∑
∑
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=
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k
n
k
Ckk
С
m
xm
x
1
1 , 
∑
∑
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∑
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1
1 .                   (3.2) 
 
3.2. Теорема про рух центра мас механічної 
системи 
Центр мас механічної системи рухається як матеріальна точка, в 
якій зосереджена маса механічної системи, під дією сили рівної 
головному вектору зовнішніх сил: 
 ec RaM
rr
=⋅ , (3.3) 
де  ∑
=
=
n
k
e
k
e FR
1
rr
 – головний вектор зовнішніх сил,  
      ca
r
 – прискорення центра мас, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       ∑
=
=
n
k
kmM
1
 – маса системи.  (3.4) 
Зовнішніми силами механічної системи називаються сили, з 
якими діють тіла, які не входять в склад механічної системи на 
механічну систему.  
Внутрішніми силами механічної системи називаються сили 
взаємодії між точками механічної системи. 
Властивості внутрішніх сил: 
Головний вектор iR
r
 і  головний момент 
i
OM
r
 внутрішніх сил 
механічної системи дорівнюють нулю : 
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 (3.5) 
3.2.1. Наслідки із теореми про рух центра мас 
механічної системи 
1. Якщо головний вектор зовнішніх сил механічної системи 
дорівнює нулю, то центр мас механічної системи рухається 
прямолінійно і рівномірно, або перебуває в стані спокою. 
2. Якщо алгебраїчна сума проекцій зовнішніх сил, які діють на 
механічну систему на якусь із координатних осей дорівнює нулю, 
то проекція швидкості  центра мас на цю вісь стала: 
Якщо 0
1
=∑
=
n
k
e
kxF ,  то constVCx = . 
Якщо 0
1
=∑
=
n
k
e
kxF   і  00 ==tcxV ,  то constxC = . 
3.3. Питання для самопідготовки 
1. За якими формулами визначають координати центра мас 
системи? 
2. Як виражається теорема про рух центра мас системи (векторна 
форма)? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 3. Чи можна, користуючись теоремою про рух центра мас, 
визначити головний вектор діючих на систему зовнішніх сил за 
заданим законом руху центра мас? 
4. Чи можна, користуючись теоремою про рух центра мас, 
визначити закон руху центра мас системи за заданими зовнішніми 
силами? 
5. Які сили, діючі на систему, безпосередньо не впливають на 
рух її центра мас? 
6. При вибуху бомби її частини летять в різних напрямках. Чи 
буде їх загальний центр мас продовжувати попередній рух? 
7. Система: Сонце-Земля. Чи може змінити дію взаємного 
притягання між Сонцем і Землею положення центра мас цієї 
системи? 
8. Завдяки якій зовнішній силі автомобіль рухається по 
горизонтальному шляху? 
9. В якому випадку центр мас системи рухається рівномірно і 
прямолінійно? 
10. Сонячну систему можна рахувати ізольованою, якщо нехту-
вати дією зірок. Як повинен рухатись центр мас цієї системи? 
11. В якому випадку центр мас системи знаходиться в стані 
спокою? 
12. Яку дію на вільне тіло здійснює прикладена до нього пара 
сил? 
13. В якому випадку проекція швидкості центра мас системи на 
яку-небудь координатну вісь є сталою. 
14. В якому випадку деяка координата центра мас залишається 
сталою? 
3.4. Порядок розв’язування задач 
1. Зображуємо механічну систему в поточний момент часу. 
2. Показуємо на рисунку зовнішні сили, які діють на механічну 
систему. 
3. Вибираємо нерухому систему координат і показуємо 
координати центрів мас точок, що входять в склад механічної 
системи. 
4. Записуємо теорему про рух центра мас механічної системи в 
проекціях на осі вибраної системи координат. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 5.  В залежності від умови  задачі, розв’язуємо пряму або 
обернену задачі динаміки.  
 
3.5. Приклади розв’язування задач 
 
Задача 1. Однорідний стержень 
АВ довжиною 2l опирається на 
гладеньку площину (рис. 3.1) і 
займає вертикальне положення. 
Стержень, відхилившись від 
вертикального положення, падає. 
Визначити траєкторію руху центра 
ваги стержня, а також точки В 
стержня при падінні.  
 
     Розв’язання 
Зображаємо стержень в даний момент  часу. Направляємо 
зовнішні сили, які  діють на стержень: P
r
 і R
r
. 
Вибираємо систему координат xОy. 
Запишемо теорему про рух центра мас стержня в проекції на xО:  
∑
=
=
n
k
e
kxCx FMa
1
, оскільки 0
1
=∑
=
n
k
e
kxF  і ,0≠M  то 0=Cxa . 
Тоді  0==
dt
dV
a CxCx . Проінтегрувавши, одержимо: 
 1CVCx = . (1) 
Оскільки  1Cdt
dx
V CCx == , то 
 21 CtCxC += . (2) 
Визначимо сталі інтегрування 1C  і 2C  з початкових умов: 
при  0=t : початкова координата x центра ваги стержня: 0=cx  і 
проекція початкової швидкості на вісь x:   0=cx& . 
Підставимо початкові умови в (1) і (2), визначаємо С1, С2:   
01 =C ,  С1=0,  С2=0. 
Отже  0=cxV ; 0=cx . 
Рис. 3.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Якщо координата x точки С не змінюється і рівна нулю, то точка 
С рухається по вертикалі вздовж осі Оy. Тобто траєкторія точки С є 
пряма лінія. Визначимо координати точки В: 
 coslxB = φ,  sin2 lYB = φ. 
Виключивши з цих рівнянь  sin φ і cos φ , одержимо траєкторію 
точки B : 
 1
4 2
2
2
2
=+
ll
yx BB . 
Точка В при русі описує еліпс з центром в початку координат і 
півосями l  і l2 ; 
Відповідь:
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2
2
2
2
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x
BB
C
  
Задача 2. 
Людина вагою Р сидить 
посередині човна вагою Q, 
який знаходиться в стані 
спокою в стоячій воді.  
Визначити, нехтуючи 
опором води, на яку віддаль 
перемістилася людина, якщо 
човен перемістився при 
цьому на віддаль S1. 
Розв’язання    
Механічна система складається з човна і людини. Зображуємо 
два положення механічної системи: початкове і кінцеве. На-
прямляємо зовнішні сили, які діють на механічну систему. 
Вибираємо нерухому систему координат  xОy. Записуємо теорему 
про рух центра мас механічної системи в проекціях на Оx: 
∑
=
=
n
k
e
kxCx FMa
1
. 
Рис. 3.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Оскільки 0
1
=∑
=
n
k
e
kxF  і 0≠M ,  то 0=Cxa ,  або 0== dt
dV
a CxCx .  
Звідки  1CVCx = , а при 0=t    .0=CxV  
Отже 01 =C .  Тоді  0==
dt
dx
V CСx ,  звідки  2Cxc = . 
При cotc xxt == =0/:0 ;   а отже coxС =2 .  
Остаточно CC xx =0 . (1) 
Визначимо xСо: 
PQ
xPxQ
x
оо
Со
+
+
= 21 .    (2) 
Враховуючи, що  x1=x1o-S1 ;  x2= x2o-S1+l ,  визначимо cx : 
 
( ) ( )
PQ
lSxPSxQ
PQ
PxQx
x ооC +
+−+−
=
+
+
= 121121 . (3) 
Підставимо (2) і (3)  в (1). Оскільки в (2) і (3) знаменники рівні, 
то виходячи з рівності (1), прирівняємо їх чисельники: 
 ( ) ( )lSxPSxQPxQx оооо +−+−=+ 121121 . 
Розв’язавши рівняння, визначимо l : 
( )
.1
P
SQP
l
+
=  
     Відповідь: Людина повинна зміститися вправо на віддаль  
( )
.1S
P
QP
l ⋅
+
=  
Задача 3.  Визначити силу тиску на ґрунт насоса для відкачки 
води (рис. 3.3) при його роботі в холосту, якщо вага корпуса D і 
фундаменту Е рівна Р1, вага кривошипа рівна Р2, вага куліси В і 
поршня F рівна Р3. Кривошип ОА довжиною l, який обертається 
рівномірно з кутовою швидкістю ω, вважати однорідним стержнем. 
Розв’язання 
Зображаємо насос, який складається з кривошипа ОА, куліси і 
поршня, корпуса D і фундаменту Е. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Напрямляємо зовнішні сили, 
які діють на механічну 
систему: 1P
r
, 2P
r
, 3P
r
, R
r
  
( RN
rr
−= ).  
Вибираємо нерухому 
систему координат xОy.  
Запишемо теорему про 
рух центра мас механічної 
системи в проекції на Оy: 
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.  (1) 
Визначимо масу всієї системи: 
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Визначимо cy : 
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 (3) 
Враховуючи (3), визначимо cy : 
( )
321
3211 coscos2
PPP
btlPt
l
PyP
y
c ++
+ω+ω+
= . 
Рис. 3.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Визначимо  cya : 2
2
dt
yd
a
c
cy = : 
.cos
2
2
coscos
2
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PPl
PPP
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P
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+
⋅ω−=
++
ωω−ωω−
=       (4) 
Визначимо суму проекцій зовнішніх сил системи на вісь Oy : 
 ∑
=
−−−=
n
k
y
e
k PPPRF
1
321 .  (5) 
Підставимо  вирази в (2), (4),  (5) в (1) : 
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З даного рівняння визначимо R: 
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Задача 4. На горизонтальній платформі (рис. 3.4) встановлена 
похила  дошка під кутом 60˚ до горизонту. По цій гладенькій дошці 
за допомогою лебідки піднімається тягар масою т1=40 кг, який 
рухається по закону мtS ,8.0 21 = . 
В початковий момент часу система знаходилась в стані спокою. 
Яку швидкість матиме 
платформа в момент часу t1=5 c, 
якщо маса платформи з дошкою 
і лебідкою m2=160 кг і на 
платформу діє горизонтальна 
сила: F=20(t-10,52), H; опором 
руху платформи знехтувати . 
Розв’язання.  Механічна си-
стема складається з платформи 
з дошкою і лебідкою і тягаря. 
Покажемо зовнішні сили, які Рис. 3.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 діють на механічну систему. 
Вибираємо нерухому систему відліку  xОy. 
Запишемо теорему про рух центра мас механічної системи в 
проекції на Оx у вигляді диференціального рівняння : 
∑
=
=⋅
n
k
e
kx
Сx F
dt
dV
M
1
.  
Визначимо масу механічної системи: 
 )(2001604021 кгmmM =+=+= . (2) 
Визначимо 
dt
dx
V ссx = ,  де cx : 
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Враховуючи, що х10 =const ; х20= const, одержимо: 
( ) смVt
dt
dS
tVcx /16,016,0
22 ==+= . 
Отже ( ) ./,16,0 2 смVtVcx +=  (3) 
Визначимо ∑
=
n
k
e
kxF
1
:  
 ( )∑ −−=−=
=
n
k
x
e
k HtFF
1
.,52,1020  (4) 
Підставимо (2), (3), (4) в (1): 
( ) ( );52,102016,0200 2 −−=+⋅ tVt
dt
d
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      4,21020216,0200 +−=+⋅⋅ t
dt
dV
t ; 
     ( ).4,21084 +−= t
dt
dV
 
Розділимо змінні і про інтегруємо; враховуючи що швидкість 
змінюється від 00 =V   VV =1 , а час від 0=t  до  c5=τ  : 
( )∫ ∫ ⋅+⋅−=
V
dttdV
0
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Відповідь:  смV /2= . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 4.1 
4.  ТЕОРЕМИ ПРО ЗМІНУ КІЛЬКОСТІ РУХУ 
МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ І МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ 
 
4.1. Імпульс сили. Кількість руху матеріальної 
точки. Теорема про зміну кількості руху 
матеріальної точки 
Елементарним імпульсом сили F
r
 за нескінченно малий 
проміжок часу dt називається вектор  Sd
r
, що дорівнює добутку 
сили F
r
 на елементарний проміжок часу її дії: 
 Sd
r
= .dtF ⋅
r
 (4.1) 
Повний імпульс сили F
r
 обчислюється за формулою: 
 ∫ ⋅=
t
o
dtFS
rr
. (4.2) 
Імпульс рівнодійної сили дорівнює геометричній сумі імпульсів 
складових сил: ∑
=
=
n
i
kSS
1
rr
,  де             (4.3) 
 dtFS
t
kk ∫=
0
rr
. 
Кількістю руху матеріальної точки називається вектор, рівний 
добутку маси матеріальної точки на швидкості точки: 
 Vm
r
. (4.4) 
Напрямок вектора кількості руху Vm
r
 
співпадає із напрямком швидкості                         
(рис. 4.1). 
 
 
Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в 
диференціальній векторній формі: 
похідна по часу від кількості руху матеріальної точки 
геометрично рівна рівнодійній всіх сил, які діють на матеріальну 
точку: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
( )
=
td
Vmd
r
∑
=
n
k
kF
1
r
. (4.5) 
Теорема про зміну кількості руху матеріальної точки в 
інтегральній векторній формі: 
Зміна кількості руху матеріальної точки за деякий проміжок часу  
дорівнює геометричній сумі імпульсів всіх сил, які діють на 
матеріальну точку, за цей же проміжок часу: 
 ∑
=
=−
n
k
kSVmVm
1
0
rrr
, (4.6) 
де   ∑ ∫∑
= =
⋅=
n
k
t n
k
kk dtFS
1 0 1
rr
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4.2. Кількість руху механічної системи. Теорема 
про зміну кількості руху механічної системи 
Кількістю руху механічної системи називається вектор K
r
,  який 
дорівнює геометричній сумі кількостей руху всіх матеріальних 
точок, механічної системи: 
 ∑
=
=
n
k
kk
VmK
1
rr
. (4.7) 
Кількість руху механічної системи можна визначити через масу 
механічної системи M  та швидкість її центра мас cV
r
. 
Кількість руху механічної системи дорівнює добутку маси 
механічної системи на швидкість центра мас механічної системи: 
 cVMK
rr
= . (4.8) 
Теорема про зміну кількості руху механічної системи в 
диференціальній векторній формі: 
похідна по часу від кількості руху механічної системи 
геометрично рівна головному вектору всіх зовнішніх сил, що діють 
на механічну систему: 
 ∑
=
=
n
k
e
k
F
dt
Kd
1
r
r
. (4.9) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Теорема про зміну кількості руху механічної системи в 
інтегральній формі: зміна кількості руху механічної системи за 
деякий проміжок часу дорівнює геометричній сумі імпульсів всіх 
зовнішніх сил, що діють на механічну систему за цей же проміжок 
часу: 
 ∑=−
=
n
k
e
kSKK
1
0 ,
rrr
 (4.10) 
де    ∑ ∫∑
= =
⋅=
n
k
t
o
n
k
e
k
e
k dtFS
1 1
rr
. 
4.3. Питання для самопідготовки 
1. Що називається кількістю руху матеріальної точки? 
2. Яка розмірність кількості руху в міжнародній системі одиниць 
(СІ)? 
3. Як знаходиться модуль кількості руху, якщо відомі його 
проекції на осі координат? 
4. Як знаходиться напрямок кількості руху, якщо відомі його 
модуль і проекції на осі координат? 
5. Чи змінюється кількість руху точки, яка рухається по колу 
рівномірно? 
6. Як знаходиться імпульс S сталої сили за кінцевий проміжок 
часу? 
7. Яка розмірність імпульсу сили в міжнародній системі одиниць 
(CI)? 
8. Векторною чи скалярною величиною є імпульс сили? 
9. Як знаходиться напрямок імпульсу сили, якщо відомі його 
модуль і проекції на осі координат? 
10. Що називається кількістю руху механічної системи? 
11. Як виражається кількість руху системи через швидкість руху 
її центра мас? 
12. Чому рівна кількість руху маховика, який обертається 
навколо нерухомої осі. що проходить через його центр мас? 
13. Як виражається теорема про зміну кількості руху 
матеріальної точки, в дифернціальній формі векторним рівнянням? 
14. Як виражається теорема про зміну кількості руху 
матеріальної точки в диференціальній формі рівняннями в 
проекціях на осі координат? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 15. Як виражається теорема про зміну кількості, руху 
матеріальної точки в інтегральній формі векторним рівнянням?  
16. Як виражається теорема про зміну кількості руху 
матеріальної точки в кінцевій формі рівняннями в проекціях на осі 
координат? 
17. Як виражається теорема про зміну кількості руху механічної 
системи в диференціальній формі векторним рівнянням? 
18. Як виражається теорема про зміну кількості руху механічної 
системи в диференціальній формі рівняннями і проекціях на осі 
координат? 
19. Як виражається теорема про зміну кількості руху механічної 
системи в кінцевій (інтегральній) формі векторним рівнянням? 
20. Чи можуть внутрішні сили змінити загальну кількість руху 
системи? 
21. В якому випадку кількість руху механічної системи 
залишається сталою? 
22. В якому випадку проекція кількості руху механічної системи 
на деяку координатну вісь залишається сталою? 
 
4.4. Порядок розв’язування задач 
1. Зображуємо точку або механічну систему в даний момент 
часу. 
2. Показуємо активні сили, які діють на точку або механічну 
систему. 
3. Звільняємо точку від в’язей або механічну систему від 
зовнішніх в’язей і замінюємо їх дію реакціями в’язей. 
4. Вибираємо систему координат. 
5. Записуємо теорему про зміну кількості руху матеріальної 
точки або механічної системи в проекції на осі вибраної системи 
координат. 
6. Розв’язуємо складені рівняння і знаходимо шукані 
величини. 
4.5. Приклади розв’язування задач 
Задача 1. Тіло масою m піднімається по шорсткій поверхні 
(рис. 4.2), нахиленій під кутом α =30˚ до горизонту, під дією сили 
F=2m(t+1), H. Визначити швидкість тіла в момент часу t1=2 c, якщо 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 початкова швидкість V0 = 6 
м
/с  і коефіцієнт тертя, ковзання 
f=0,1.  
 
Розв’язання   
Розглянемо рух тіла, 
прийнявши його за 
матеріальну точку. Зобра-
жуємо матеріальну точку 
в поточний момент часу 
(рис. 4.2).  
 
Напрямляємо активні 
сили .FіP
rr
  
Напрямляємо складові реакції в’язі .TpFіN
rr
.  
Відомо, що .. NfFTp =   Оскільки матеріальна точка рухається 
вздовж осі Оx, то ,0=ya   а  отже : 
∑
=
=
n
k
kyF
1
.0    Тоді : 030cos =°−PN .  
Визначаємо  
N і FTp:  °= 30cosPN   і  .30cos30cos °=°= mgfPfFTp  
Записуємо теорему про зміну кількості руху матеріальної точки 
в кінцевій (інтегральній) формі в проекції на Оx: 
 
 ∑
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Рис. 4.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
( )
( )
( )
( )( ) ( ).5,32/31,05,08,9222
30cos30sin2
30cos30sin22
30sin
2
0
2
2
0
2
0
2
0 11
сНmm
gtfgtttm
dtmgfmgmtm
dtFPFdtFS Tp
n
k
kx
n
k
kx
⋅−≈⋅+⋅−+=
=°−°−+=
=°−°−+=
=−°−==
∫
∫∫ ∑∑
==
 
Отже ( )∑
=
⋅−=
n
k
kx cHmS
1
.5,3  (2) 
Підставивши (2)  в  (1),  визначимо  швидкість руху тіла : 
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Відповідь:     V=2,5 cм .  
 
Задача 2. Визначити проекції кількості руху на осі Оx і yО   
кривошипно-повзункового механізму (рис. 4.3), якщо кривошип 
довжиною l і масою m обертається з кутовою швидкістю ω. Маса 
шатуна довжиною l рівна 2т. маса повзуна 3т. кривошип і шатун 
вважати однорідними стержнями. 
Розв’язання 
Координати центрів мас кривошипа, шатуна і повзуна: 
Рис. 4.3 
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Проекції кількостей руху механічної системи визначаємо за 
формулами: 
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Визначимо координати центра ваги механізму хс і ус : 
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Задача 3. Пароплав вагою Р=600 кН набрав швидкості 1.5 м/с, 
після чого натягнувся канат і баржа вагою Q=400 кН рушила за 
пароплавом. Визначити загальну швидкість пароплава і баржі, 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 враховуючи, що сила опору води R
r
 і рушійна сила F
r
 зрівно-
важені (рис. 4.4). 
 
Розв’язання 
Зображуємо механічну систему, яка складається з пароплава і 
баржі в даний момент часу. Напрямляємо зовнішні сили, які діють 
на механічну систему (рис. 4.4). Вибираємо систему координат. 
Записуємо теорему про зміну кількості руху механічної системи 
в диференціальній формі в проекції на Оx: 
∑
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dt
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1
 ,  оскільки :   ∑
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0  , то 0=
dt
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const. 
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б
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n
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Відповідь: смV /9,0= . 
 
Задача 4. Вода вливається в нерухомий канал змінного  перерізу, 
симетричний відносно вертикальної площини, з швидкістю 
V0 = 2 м/с  під кутом α=90° до горизонту (рис. 4.5). Площа перерізу 
каналу при вливанні води А=0,01 м2; вода витікає з каналу з 
швидкістю V=4 м/с, при чому швидкість V
r
  напрямлена під кутом 
Рис. 4.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 30° до горизонту. Визначити горизонтальну складову реакції води 
на стінки каналу. 
Розв’язання 
Оскільки кількість води, що вливається в канал і витікає з нього 
за один і той же час, стала,  то:   
 .coscos 0 α=α= V
g
dtAV
MVdKx  (1) 
 
Запишемо теорему про зміну кількості руху в диференціальній 
формі в проекції на x: 
 ∑
=
=
n
k
e
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x F
dt
dK
1
. (2) 
 
Оскільки x
n
k
e
kx RF =∑
=1
, (3) 
 
то  підставивши  (1) і (3)   в  (1), одержимо: 
xRVg
AV
=α
γ
cos0 .    
Підставивши задані величини, матимемо: 
( ).4,14130cos4
8,9
10000202,0
HRx =°⋅
⋅⋅=  
Відповідь:  .4,141 НRx =  
 
Рис. 4.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 5.  ТЕОРЕМИ ПРО ЗМІНУ МОМЕНТУ КІЛЬКОСТІ РУХУ 
МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ ТА КІНЕТИЧНОГО МОМЕНТУ 
МЕХАНІЧНОЇ СИСТЕМИ 
 
5.1. Теорема про зміну моменту кількості руху 
матеріальної точки відносно нерухомого центра 
та осі 
Моментом кількості руху 
матеріальної точки відносно центра О 
називається вектор 0l
r
, який дорівнює 
векторному добутку радіуса-вектора 
матеріальної точки на вектор кількості 
руху (рис. 5.1): 
 .0 Vmrl
rrr
×=  (5.1) 
 
Моментом кількості руху 
матеріальної точки відносно осі 
Oz називається скалярна 
величина lZ, яка дорівнює 
моментові проекції кількості  
руху матеріальної точки на 
площину перпендикулярну до 
осі Oz відносно точки перетину 
осі і площини (рис. 5.2): 
 ( ) .hVml xOyz
r
=  (5.2) 
Похідна по часу від моменту кількості руху матеріальної точки 
відносно нерухомого центра О дорівнює геометричній сумі 
моментів всіх сил, які діють на матеріальну точку, відносно центра 
О: 
 ( ).
1
0
0 ∑
=
=
n
k
kFmdt
ld rr
r
 (5.3) 
Рис. 5.1 
Рис. 5.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Похідна по часу від моменту кількості руху матеріальної точки 
відносно якої-небудь нерухомої осі дорівнює алгебраїчній сумі 
моментів всіх сил, які діють на матеріальну точку, відносно цієї ж 
осі: 
 ( ).
1
∑
=
=
n
k
kz
z Fm
dt
dl r
 (5.4) 
5.2. Теорема про зміну кінетичного моменту 
механічної системи відносно нерухомого центра 
та осі 
Кінетичним моментом механічної системи відносно нерухомого 
центра „О” називається вектор 0L
r
, який дорівнює геометричній 
сумі моментів кількостей руху матеріальних точок, які входять в 
склад механічної системи, відносно нерухомого центра „О”: 
 ∑=
=
n
k
klL
1
00
rr
. (5.5) 
Кінетичним моментом механічної системи відносно будь-якої 
нерухомої осі називається скалярна величина, яка дорівнює 
алгебраїчній сумі моментів кількостей руху матеріальних точок, які 
входять в склад механічної системи, відносно тієї ж осі: 
 ∑
=
=
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k
zkz lL
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.  (5.6) 
Похідна від часу від кінетичного моменту механічної системи 
відносно нерухомого центра „О” дорівнює геометричній сумі 
моментів всіх зовнішніх сил, які діють на механічну систему, 
відносно центра „О”: 
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 (5.7) 
Похідна по часу від кінетичного моменту механічної системи 
відносно якої-небудь нерухомої осі дорівнює алгебраїчній сумі 
моментів всіх зовнішніх сил, які діють на механічну систему, 
відносно цієї ж осі: 
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 (5.8) 
5.3. Диференціальне рівняння обертального 
руху абсолютно твердого тіла 
Якщо тверде тіло обертається навколо нерухомої осі, то 
кінетичний момент тіла відносно неї визначається за формулою: 
 ω⋅=
ZZ
IL ,                             (5.9) 
де ІZ – момент інерції тіла відносно осі обертання (міра інертності 
тіла при обертальному русі). 
Підставивши (5.9) в (5.8), одержимо диференціальне рівняння 
обертального руху абсолютно твердого тіла навколо нерухомої осі: 
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5.4. Моменти інерції деяких однорідних тіл 
Моментом інерції тіла відносно осі Оz називається скалярна 
величина, яка дорівнює сумі добутків мас точок тіла на квадрати їх 
віддалей до осі Oz: 
 ∑
=
=
n
k
kkz rmI
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2 . (5.11) 
Часто для визначення момента інерції використовують радіус 
інерції тіла. Радіусом інерції називається віддаль від осі Оz, на яку 
потрібно перенести масу тіла, щоб момент інерції тіла не змінився:  
 2zz iMI = , (5.12) 
де М – маса тіла, zi – радіус інерції тіла. 
Момент інерції тіла відносно осі Oz дорівнює моментові інерції 
цього тіла відносно осі zс , яка проходить через центр мас і 
паралельна осі Oz, доданому до добутку маси тіла на квадрат 
віддалі між осями (рис. 5.3): 
 2ZС dMIIZ += . (5.13) 
Моменти інерції деяких однорідних тіл: 
1. Тонкий однорідний стержень довжиною l і масою m (рис. 5.4): 
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3
22 lm
I
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I ZсZ == .          (5.14) 
2. Круглий однорідний диск масою m і радіусом r (рис. 5.5): 
  
4
,
2
22 rm
II
rm
I yxz === .       (5.15) 
3. Тонке кругле однорідне кільце масою m і радіусом r (рис. 5.6): 
2
,
2
2 rmIIrmI yxz === .       (5.16) 
5.5. Питання для самопідготовки 
1. Записати формулу для визначення моменту кількості руху 
точки відносно центра О. 
2. Як визначається напрямок моменту кількості руху точки 
відносно центра О. 
3. Чому дорівнює момент кількості руху матеріальної точки 
відносно осі? 
4. Записати теорему про зміну моменту кількості руху точки 
відносно центра О. 
Рис. 5.6 
Рис. 5.4 
Рис. 5.5 
Рис. 5.3 
d 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 5. Записати теорему про зміну моменту кількості руху точки 
відносно осі. 
6. Чому дорівнює кінетичний момент механічної системи 
відносно центра О? 
7. Чому дорівнює кінетичний момент механічної системи 
відносно осі ? 
8. Запишіть теорему про зміну кінетичного моменту механічної 
системи відносно центра О. 
9. Запишіть теорему про зміну кінетичного моменту механічної 
системи відносно осі. 
10. Сформулюйте теорему про зміну кінетичного моменту 
відносно центра О. 
11. За якою формулою визначається кінетичний момент твердого 
тіла, яке обертається відносно осі? 
12. Напишіть диференціальне рівняння обертового руху твердого 
тіла навколо нерухомої осі. 
13. Що є мірою інертності твердого тіла при його обертовому 
русі навколо даної осі? 
14. Якщо вал знаходиться в спокої, то що в цьому випадку рівне 
нулю: кінетичний момент вала чи його момент інерції? 
15. 0ezM = , з якою кутовою швидкістю обертається тіло? 
16. Якщо ezM const= , то чому рівне кутове прискорення тіла, 
яке обертається? 
17. Чому рівнює момент iнерції циліндричного вала масою М i 
діаметром D відносно його геометричної осі? 
 
5.6. Порядок розв’язування задач при 
використанні теореми про зміну моменту 
кількості руху матеріальної точки та 
кінетичного моменту механічної системи 
1. Зображуємо матеріальну точку або механічну систему в 
даний момент часу. 
2. Напрямляємо активні сили, які діють на матеріальну точку 
або механічну систему. 
3. В випадку невільного руху, звільняємо матеріальну точку 
або механічну систему від в’язей і замінюємо їх дію реакціями. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 4. Вибираємо систему координат. 
5. Складаємо рівняння, які виражають теорему про зміну 
моменту кількості руху матеріальної точки або кінетичного 
моменту механічної системи відносно координатних осей. 
6. Розв’язуємо складені рівняння і визначаємо шукані 
величини. 
5.7. Приклади розв’язування задач 
 
Задача 1. Матеріальна точка 
масою т описує коло радіусом r, 
притягуючись до точки О цього 
кола. В початковий момент часу 
точка знаходиться в положенні В і 
має швидкість V0= 1,5
 м
/с . 
Визначити швидкість V точки в 
положенні  D. (рис. 5.7). 
Розв’язання 
Розглянемо рух матеріальної точки. Напрямляємо силу −F
r
 
силу притягання до точки А.  
Вибираємо систему координат. 
Складаємо рівняння, яке виражає теорему про зміну моменту 
кількості руху матеріальної точки відносно осі  Оz: 
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=
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k
kZ
Z Fm
dt
dl r
 
Оскільки сила F
r
 – центральна сила, то  
 ( ) ( )∑ == ,0FmFm ZKZ
rr
    то   .0=
dt
dlZ  (1) 
Інтегруючи рівняння  (1), одержимо : 
 ,constl
Z
= тобто: .
0 ZZ
ll =  (2) 
Визначимо
ZZ
lil
0
: 
 rmVlZ 200 ⋅= , (3) 
 hmVlZ ⋅= . (4) 
Підставивши (3) і (4) в (2), одержимо: .20 hmVrmV =   
Рис. 5.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 5.8 
Визначимо шукану швидкість: .
2 0
h
rV
V =  
З рисунка видно, що °= 30cos2rOD  i =°⋅== 60sinODOKh  
=2r .5,1
2
3
2
3
r=⋅  
Отже  2
5,1
4,12
=
⋅⋅
=
r
r
V .  
Відповідь:  V = 2 м/с.  
 
Задача 2. Визначити закон малих коливань матеріального 
маятника, довжина нитки якого l . В початковий момент часу нитка 
змінила  вертикальне положення і в наслідок поштовху матеріальна 
точка мала швидкість V0 (рис. 5.8). 
Розв’язання 
Зображаємо матеріальну точку в відхиленому від вертикалі на 
кут φ положенні. Напрямляємо активну силу Р
r
. 
Напрямляємо реакції в’язі R
r
.   Вибираємо систему координат. 
Запишемо теорему про зміну моменту кількості руху матері-
альної точки відносно осі Oz  
 ( ).
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dt
dl r
 (1) 
Визначимо 
Z
l : 2lmlVml Z ω== . (2) 
Визначимо  ( ).
1
∑
=
=
n
k
kZ
Z Fm
dt
dl r
 (3)  
                   ( )∑ −=−= ϕϕ sinsin mglPlFm kZ
r
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Підставимо (2) і (3) в (1): 
( ) ϕω sin2 mgllm
dt
d
−=  . 
Оскільки коливання малі, то .sin ϕϕ ≈  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Отже  .0
2
=+ ϕϕ
l
&&   
Розв’язком даного лінійного рівняння є:  
,sincos 21 ktCktC +=ϕ   (4) 
де 
l
g
k = . 
Сталі інтегрування С1  і  С2 визначимо з початкових умов: 
При 0=t :  00 =ϕ ; .
0
l
V
=ϕ&  
Диференціюємо φ по t: 
 .cossin 21 ktkCktkC +−=ϕ&   (5) 
Підставивши початкові умови в (4) і (5) визначимо сталі інте-
грування: 




+−=
+=
.0cos0sin
;0sin0cos0
21
0
21
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V
CС
 
Отже  01 =C .  
.
lg
000
2
V
l
g
l
V
lk
V
C ===  
Закон малих коливань 
математичного маятника має 
вигляд: 
.sin
lg
0 t
l
gV
=ϕ  
Відповідь: .sin
lg
0 t
l
gV
=ϕ  
Задача 3. Кругла горизонтальна платформа радіусом  R  і вагою 
Р (рис. 5.9) може обертатися навколо вертикальної осі  Oz.  В точці 
D платформи на віддалі  r  від осі Oz стоїть людина вагою Q. Яку 
кутову швидкість матиме платформа, якщо людина ходитиме по 
Рис 5.9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 платформі по колу радіуса r з відносною швидкістю U. Тертям в 
підшипнику і підп’ятнику знехтувати. Платформу вважати одно-
рідним диском. 
Розв’язання 
Зображаємо платформу і людину, прийнявши її за матеріальну 
точку. 
Напрямляємо зовнішні сили, які діють на механічну систему. 
Вибираємо систему координат.  
Складаємо рівняння, яке виражає теорему про зміну кінечного 
моменту механічної системи відносно осі Az: 
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Оскільки:     ( )∑
=
=
n
k
e
kZ Fm
1
,0
r
  
то відповідно  .0=
dt
ld Z
r
               (1) 
Інтегруючи рівняння (1) , одержимо: .1 constCLZ ==   
Отже .0 ZZ LL =  (2) 
В початковий момент часу механічна система знаходилась в 
стані спокою. 
Тоді  .0.0
.
00 =+=
люд
Z
пл
ZZ lLL   (3) 
Визначимо ZL :     .0
.. =+= людZ
пл
ZZ lLL  
Нехай платформа обертатиметься за годинниковою стрілкою: 
                           .
2
2
. ω−=ω⋅−=
g
PR
IL Z
пл
Z  
Визначимо 
.люд
Z
l .  Людина виконує складний рух: u – відносна 
швидкість, V – переносна швидкість:  rV ω= .  
Тому     2. r
g
Q
ru
g
Q
l людZ ω−⋅= .  (4) 
Підставимо (3) і (4) в (2):   
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2
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2
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З даного рівняння виразимо ω: 
.
2
2
22 QrPR
uQr
+
=ω  
Відповідь:  .
2
2
22 QrPR
uQr
+
=ω   
5.8. Порядок розв’язування задач при 
використанні диференціального рівняння 
обертального руху навколо нерухомої осі 
1. Зображуємо абсолютно тверде тіло в даний момент часу. 
2. Напрямляємо зовнішні сили, які діють на тіло. 
3. Вибираємо систему координат, одну з осей напрямляємо по 
осі обертання. 
4. Записуємо диференціальне рівняння обертального руху тіла. 
5. Визначаємо алгебраїчну суму моментів всіх зовнішніх сил, 
які діють на тіло, відносно осі обертання. 
6. В залежності від умов задачі розв’язуємо пряму або 
обернену задачу і визначаємо шукані величини. 
 
5.9. Приклади розв’язування задач 
Задача 1. Однорідний диск масою М=10 кг (рис. 5.10) обер-
тається з кутовою швидкістю 
1
0 6
−⋅= сπω . Визначити сталу 
силу тертя, яка зупиняє диск за 
12 с, якщо радіус диска 
5,0=R м.  
Розв’язання 
Зображаємо диск в даний 
момент часу (рис 5.10). 
Напрямляємо сили, які діють 
на диск.  
Вибираємо систему коорди-
нат. Записуємо диференціальне 
 
Рис. 5.10 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 рівняння обертального руху диска: 
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kZZ Fm
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rω
 
Визначимо 
( ) .
1
RFFm Tp
n
k
e
kZ ⋅−=∑
=
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Оскільки  
2
2MR
IZ = ,   то: 
 
MR
F
dt
d Tp2−=
ω
.   (1) 
Початкові умови: при  0=t : πωω 60 == с
-1. 
Проінтегруємо рівняння (1): 
∫ ∫
π
⋅
−=ω
0
6
12
0
,
2
dt
RM
F
d
Tp
 
12
2
6 ⋅−=−
MR
FTpπ . 
Отже  ).(925.3
24
5.0106
24
6
H
MR
FTp =
⋅⋅π
=
⋅π
=  
 
Відповідь: HFТр 925,3= . 
 
Задача 2. Однорідний 
стержень ОА довжиною 2l і 
масою М (рис. 5.11) може 
обертатися навколо горизон-
тальної осі, що проходить 
через точку О.  
Кінець стержня А при-
кріплений до горизонтальної 
пр пр 
 
Рис. 5.11 
пр 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 пружини, жорсткість якої С. Визначити закон малих коливань 
стержня, якщо в початковий момент часу стержень займав 
вертикаль-не положення і йому надана початкова 
швидкість
1
0 2
−= cπω . 
 
Розв’язання 
Зображуємо стержень в проміжний момент часу (рис. 5.11). 
Напрямляємо зовнішні сили, які діють на стержень. 
Записуємо диференціальне рівняння обертального руху стержня 
навколо осі  Oz: 
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Момент інерції стержня: 
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Визначимо ( )∑
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: 
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Враховуючи, що коливання малі: 
1cos,sin =≈ ϕϕϕ   і  ,sinϕclcxF
np
==  одержимо: 
 ( )∑
=
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k
e
kZ clMglFm
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2 .ϕϕ
r
  (3) 
Підставимо  (2) і (3) в (1): 
;
3
4 22 ϕϕ
ω
clMdl
dt
d
Ml −−=⋅  
( ) ,
4
3
2
2
ϕ
ϕ
clMg
Mldt
d
+−=  
 ,02 =+ ϕϕ k&&  (4) 
де  ( )clMg
Ml
k +=
4
32 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Початкові умови:  при  0=t :  .2,0 100
−π=ϕ=ϕ c&   
Проінтегруємо диференціальне рівняння  (4): 
 ktCktC sincos 21 +=ϕ . (5) 
Щоб сталі інтегрування, продиференціюємо (5)  по часу: 
 .cossin 21 ktkCktkC +−=ϕ&  (6) 
Підставимо початкові умови в (5) і (6): 



+−=
+=
.0cos0sin2
,0sin0cos0
21
21
kCkC
CC
π
 
Розв’язавши систему рівнянь, визначимо С1 і С2: 
С1 = 0; 
( )clMg
Ml
k
C
+
π
=
π
=
3
2
2  (7) 
Підставивши(7) в (5),  визначимо закон малих коливань: 
 
                    
( )
( )
.
3
2
1
sin
3
t
Ml
clMg
clMg
Ml
⋅




 +
⋅
+
=
π
ϕ
 
Відповідь:  
        
( )
( )
.,
3
2
1
sin
3
радt
Ml
clMg
clMg
Ml
⋅




 +
⋅
+
=
π
ϕ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6. ТЕОРЕМИ ПРО ЗМІНУ КІНЕТИЧНОЇ ЕНЕРГІЇ 
МАТЕРІАЛЬНОЇ ТОЧКИ ТА МЕХАНІЧНОЇ 
СИСТЕМИ 
 
6.1. Робота сили 
Елементарною роботою 
сили називається робота 
сили на елементарному 
переміщенні (рис.6.1) і 
виражається формулою: 
dsFAd ⋅=′ αcos .  (6.1) 
У векторній формі еле-
ментарна робота сили дорівнює скалярному добутку сили на вектор 
приросту радіуса-вектора: 
 rdFAd
rr
⋅=′ .  (6.2) 
Якщо сила прикладена до тіла, яке обертається навколо 
нерухомої осі, то: 
 ( ) ϕdFmAd z
r
=′ . (6.3) 
де  dφ – елементарний кут повороту тіла навколо нерухомої осі. 
Повна робота сили на деякому кінцевому переміщені SMM =
∪
21  
обчислюється за формулою: 
 ∫ ⋅=
S
dsFA
0
.cosα  (6.4) 
Повна робота сили, прикладеної до тіла, яке обертається навколо 
нерухомої осі обчислюється за формулою: 
 ( )∫=
ϕ
ϕ
0
.dFmA z
r
 (6.5) 
Елементарна і повна робота від моменту, який діє на тіло, що 
обертається визначається за формулами: 
Рис. 6.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  





=
=
∫
ϕ
ϕ
ϕ
0
.
,
MdA
MddA
 (6.6) 
Повна робота рівнодійної сили дорівнює алгебраїчній сумі 
повних робіт складових сил: 
 
nFFFR
AAAA +++= ...
21
. (6.7) 
Робота сили тяжіння дорівнює взятому із знаком плюс або мінус 
добутку сили тяжіння на величину переміщення по вертикалі її 
точки прикладання: 
 hPA ±= . (6.8) 
Якщо переміщення відбувається вгору, то ,0<A  а якщо вниз, то 
.0>A  
Робота сили пружності пружини : 
Нехай довжина нерозтягнутої 
пружини l0 , її жорсткість С, то якщо 
1rOM =  i 22 rOM =  (рис. 6.2), то 
робота сили пружності пружини 
визначається: 
 
 
 ( ) ( ) ( )[ ]2022010
2
2
1
lrlr
c
drlrlA
r
r
−−−=−−= ∫ . (6.9) 
Потужність N  характеризує швидкість, з якою виконується 
робота, і в загальному випадку визначається як похідна від роботи 
за часом : 
 αcosVFVF
dt
dA
N =⋅==
rr
. (6.10) 
При обертальному русі тіла під дією моменту М, потужність 
визначається за формулою: 
 ωМN = . (6.11) 
В технічній системі одиниць робота вимірюється в кГ⋅м; 
 
Рис. 6.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 в  СІ – Н м = Дж. 
В технічній системі одиниць потужність вимірюється в 
с
мкГ ⋅
; 
в  СІ – Вт
с
Дж
с
мН
== . 
В техніці часто потужність виражають у кінських силах : 
Вт
с
мкГ
ск 73675..1 =
⋅
= . 
6.2. Теорема про зміну кінетичної енергії матеріальної 
точки 
Кінетичною енергією матеріальної точки називається половина 
добутку маси точки на квадрат її швидкості: 
 
2
2mV
. (6.12) 
Диференціал від кінетичної енергії матеріальної точки дорівнює 
алгебраїчній сумі елементарних робіт всіх сил, які діють на 
матеріальну точку: 
 ∑
=
′=






 n
k
kAd
mV
d
1
2
2
. (6.13) 
Зміна кінетичної енергії матеріальної точки на деякому 
переміщенні дорівнює алгебраїчній сумі робіт всіх сил, які діють на 
матеріальну точку на цьому ж переміщенні: 
 ∑
=
=−
n
k
kA
mVmV
1
2
0
2
22
. (6.14) 
6.3. Теорема про зміну кінетичної енергії 
механічної системи 
Кінетична енергія механічної системи дорівнює арифметичній 
сумі кінетичних енергій матеріальних точок, які входять в склад 
механічної системи: 
 ∑
=
=
n
k
kkVmТ
1
2
2
. (6.15) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Якщо абсолютно тверде тіло рухається поступально, то 
швидкості всіх його точок геометрично рівні і рівні швидкості 
центра мас, то кінетична енергія тіла визначається за формулою: 
 
2
2
CMVТ = , (6.16) 
де  М – маса тіла. 
Якщо тіло обертається навколо нерухомої осі, то кінетична 
енергія тіла дорівнює половині добутку моменту інерції тіла 
відносно осі обертання на квадрат кутової швидкості: 
 
2
2ωzIТ = . (6.16) 
Якщо тіло виконує плоскопаралельний рух, то кінетична енергія 
тіла визначається за формулою: 
 
22
22 ωCzC IMVТ += , (6.17) 
де VС – швидкість центра мас тіла,   IСz – момент інерції тіла 
відносно осі, яка проходить через центр мас тіла і перпендикулярної 
до нерухомої площини, паралельно якій рухається тіло. 
Теорема в диференціальній формі: 
диференціал від кінетичної енергії механічної системи дорівнює 
алгебраїчній сумі елементарних робіт всіх зовнішніх і внутрішніх 
сил, які діють на механічну систему: 
 ∑∑ ′+′= ikek AdAddТ . (6.18) 
Теорема в кінцевій (інтегральній) формі: 
зміна кінетичної енергії на деякому переміщені дорівнює 
алгебраїчній сумі робіт всіх зовнішніх і внутрішніх сил, які діють на 
механічну систему: 
 ∑ ∑
= =
+=−
n
k
n
k
i
k
e
k AATТ
1 1
0 . (6.19) 
Незмінюваною називається така механічна система, віддалі між 
точками прикладання внутрішніх сил якої не змінюються. 
Це системи, які складаються з абсолютно твердих тіл і 
нерозтяжних ниток.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Теорема про зміну кінетичної енергії незмінюваної механічної 
системи в диференціальній і кінцевій (інтегральній) формі: 
 




=−
′=
∑
∑
.
,
0
e
k
e
k
ATT
AddТ
 (6.20) 
6.4. Питання для самопідготовки 
1. Напишіть вираз елементарної роботи в вигляді скалярного 
добутку. 
2. Напишіть вираз елементарної роботи в аналітичній формі. 
3. Напишіть вираз повної роботи сили за кінцевий проміжок часу 
в вигляді скалярного добутку. 
4. Напишіть вираз повної роботи сили за кінцевий проміжок часу 
в аналітичній формі. 
5. Скалярною чи векторною величиною є робота? 
6. Яка розмірність роботи в міжнародній системі одиниць (CI)? 
7. Як визначається робота сили тяжіння? 
8. Чому дорівнює робота сили тяжіння при русі точки по 
замкнутому контуру? 
9. Напишіть рівняння роботи лінійної сили пружності. 
10. Сформулюйте теорему про роботу рівнодіючої сили. 
11. Приведіть приклади потенціальних сил. 
12. Як визначається повна робота сили, прикладеної до твердого 
тіла, яке обертається навколо нерухомої осі. якщо момент сили 
сталий? 
13. Як визначається в загальному випадку повна робота сили, 
прикладеної до твердого тіла, яке обертається навколо нерухомої 
осі? 
14. Чому дорівнює сума робіт внутрішніх сил твердого тіла при 
будь-якому його переміщенні? 
15. За якою формулою визначається потужність сили в 
загальному випадку? 
16. Яка розмірність потужності в міжнародній системі одиниць 
(СІ)? 
17. Чому дорівнює кінетична енергія матеріальної точки? 
18. Чому дорівнює кінетична енергія механічної системи? 
20. Чи може бути кінетична енергія від’ємною величиною? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 21. Яка розмірність кінетичної енергії в міжнародній системі 
одиниць (CI)? 
22. Напишіть вираз кінетичної енергії твердого тіла при 
поступальному русі. 
23. Напишіть вираз кінетичної енергії твердого тіла при обер-
тальному русі. 
24. Напишіть вираз кінетичної енергії механічної системи в 
абсолютному русі (теорема Кенінга). 
25. Напишіть вираз кінетичної енергії твердого тіла при 
плоскопаралельному русі. 
28. Сформулюйте теорему про зміну кінетичної енергії мате-
ріальної точки в диференційній формі. 
27. Сформулюйте теорему про зміну кінетичної енергії мате-
ріальної точки в інтегральній формі. 
28. Сформулюйте теорему про зміну кінетичної і енергії системи 
в диференційній формі. 
29. Сформулюйте теорему про зміну кінетичної енергії системи в 
iнтегральній формі. 
6.5. Порядок розв’язування задач 
1. Зображуємо механічну систему (матеріальну точку) в даний 
момент часу. 
2. Зображуємо активні сили, які діють на систему (точку). 
3. В випадку невільного руху, звільняємо систему (точку) від 
в’язей і замінюємо їх дію реакціями в’язей. 
4. Складаємо рівняння, які становлять теорему про зміну 
кінетичної енергії механічної системи (точки). 
5. Розв’язуючи отримане рівняння, визначимо шукані 
величини. 
Зауваження.  Якщо на механічну систему (точку) діють змінні 
сили, то теорему бажано використовувати в диференціальній формі. 
 
6.6. Приклади розв’язування задач 
Задача 1. Важке тіло масою т піднімається по жорсткій похилій 
площині під дією сталої сили HmF ,6=  з початковою швидкістю 
10 =V  м/с коефіцієнт тертя ковзання 1,0=f  (рис. 6.3). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рис. 6.3 
Яку швидкість матиме тіло, якщо шлях, який воно пройде  S=4 м. 
Кут нахилу площини до горизонту α = 30˚. Сила F
r
 напрямлене в 
бік швидкості тіла. 
 
Розв’язування 
Зображуємо тіло, прийнявши його за матеріальну точку, в 
початковий момент 
часу (рис. 6.3). 
Напрямляємо ак-
тивні сили. Відкидаємо 
в’язь і замінюємо дію 
в’язі на тіло складо-
вими реакції в’язі: 
тpFiN
rr
. 
Відомо, що 
°=°== 30cos30cos mgfPfNfFтp . 
Запишемо теорему про зміну кінетичної енергії матеріальної 
точки в кінцевій (інтегральній) формі: 
 ∑
=
=−
n
k
KA
mVmV
1
2
0
2
1 ,
22
 (1) 
Визначимо суму робіт всіх сил, які діють на матеріальну точку 
на переміщення S: 
( ) .251,0866,08,91,05,08,96
3030sin630sin
1
000
mSmS
SfmgcjsmgSmSSFPSFA
n
k
TpK
=⋅⋅−⋅−=
=⋅−−=⋅−−⋅=∑
=
 
Отже 
 ∑
=
=
n
k
k msA
1
251,0  (2) 
Підставивши (2) в (1), одержимо: 
.251,0
22
2
0
2
1 mS
mVmV
=−  
Визначимо V1: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 42,14251,01251,0 2201 ≈⋅+=⋅+= SVV м/с. 
Відповідь:   42,11 =V  м/с. 
 
Задача 2. На якій віддалі зупиниться тіло масою т, яке, 
рухаючись по горизонтальній гладкій площині, гальмується силою 
mVHFon 2,0= ,  якщо початкова швидкість 8,20 =V  м/с? 
 
Розв’язання 
Приймаючи тіло за 
матеріальну точку, 
зображаємо його в 
поточний момент часу 
(рис. 6.4). Зображаємо 
активну силу P
r
. 
Напрямляємо реакції 
в’язей N
r
 і  onF
r
. 
Оскільки на тіло діє змінна сила, то записуємо теорему про зміну 
кінетичної енергії матеріальної точки в диференціальній формі: 
 ∑
=
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Визначимо суму елементарних робіт всіх сил, які діють на тіло: 
 ∑
=
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n
k
onk dSmVdSFAd
1
22,0 . (2) 
Підставимо (2) в (1): 
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Розділяємо змінні та інтегруємо: 
Рис. 6.4 
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Відповідь:  14=S  м. 
 
Задача 3.  Транспортер (рис. 6.5) приводиться в рух із стану 
спокою приводом, приєднаним до шківа В. Привід надає цьому 
шківу сталий обертовий момент М. 
Визначити швидкість вантажу в залежності від його 
переміщення S, якщо вага вантажу А рівна Р, а шківи В та С 
радіусом  r  і вагою  кожний. Шківи вважати однорідними дисками, 
а масою стрічки транспортера знехтувати. Стрічка транспортера 
складає кут α з горизонтом. 
Розв’язання 
Зображаємо систему, яка складається із стрічки транспортера, 
шківів В та С, вантажу А. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Напрямляємо зовнішні сили, які діють на механічну систему і 
момент М. 
Записуємо теорему про зміну кінетичної енергії механічної 
системи в кінцевій (інтегральній) формі: 
∑ ∑
= =
+=−
n
k
n
k
i
K
e
K AATТ
1 1
0 .  
Оскільки механічна система незмінна, то: 
Рис. 6.5 
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0 . 
В початковий момент часу механічна система нерухома. Тоді 
00 =T . 
Отже  ∑
=
=
n
k
e
KAТ
1
.  (1) 
Виразимо Т  через VA: 
 CBA TTTT ++= . (2) 
Вантаж А виконує поступальний рух. Отже 
 
g
PVVm
T AAAA
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==   (3) 
Шківи мають однакову масу, однакові кутові швидкості. 
Тоді .
2
2ωZ
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I
TT ==   
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Отже  
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Підставимо (3) і (4) в (2):  
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Визначимо суму робіт зовнішніх сил: 
 ∑
=
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n
k
e
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r
S
MsPMA
1
.sinsin ααϕ   (6) 
Підставивши  (5) і (6)  в  (1), визначимо швидкість вантажу: 
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Відповідь:  .
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Задача 4.  Котушка (рис. 6.6) починає рухатися із стану спокою 
під дією сталої сили  F , приводячи в рух вантаж.  
Визначити прискорення вантажу, якщо маса котушки М, маса 
вантажу m і rirR z == ,2 – радіус інерції котушки, −α кут 
нахилу площини до горизонту. 
Вважати нитку ідеальною і знехтувати силами опору рухові.  
Розв’язання. Зображаємо механічну систему в даний момент 
часу. Напрямляємо зовнішні сили, які діють на механічну систему. 
Записуємо теорему про зміну кінетичної енергії механічної 
системи в кінцевій (інтегральній) формі для незмінюваної системи: 
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Рис. 6.6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Оскільки механічна система в початковий момент часу була в 
нерухомою, то  00 =T . 
Отже                             ∑
=
=
n
k
e
KAТ
1
.             (1) 
Виразимо кінетичну енергію механічної системи через V1 : 
 21 TTT += . (2) 
Вантаж виконує поступальний рух: 
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mVVm
T ==  (3) 
Котушка виконує плоскопаралельний рух: 
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Mm =2 , момент інерції котушки: 
22 MrMiI zCz == . 
Виразимо  Vc  і  2ω   через  V1: 
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Підставимо (3) і (4) в (2): 
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Визначимо силу робіт зовнішніх сил: 
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Враховуючи, що 11 2,2 SSVV cc == ,  матимемо: 
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Підставивши (5) і (6) в (1), визначимо V1
2: 
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Продиференціювавши праву і ліву частини рівності (7) по часу, 
визначимо прискорення вантажу: 
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Оскільки 
dt
dS
V 11 = і  ,1
1 a
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=   матимемо: 
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Задача 5.  Тонкостінну трубу 1 масою М=100 кг з початкового 
стану спокою підіймають, приклавши до шківа 2 масою т=10 кг 
змінний момент Моб= 0,5gr(6,2t+80), H⋅м, де r – радіус шківа, g – 
прискорення вільного падіння (рис. 6.7). 
Яку швидкість матиме центр труби С в момент часу 10=t  c, 
якщо шків вважати однорідним диском? Трос є нерозтяжним. Сили 
опору рухові вважати незначними. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розв’язання 
 
Механічна система починає рухатись із стану спокою. 
Зображаємо механічну систему в момент часу dt. Напрямляємо 
зовнішні сили, які діють на механічну систему, а також діючий 
момент Mоб. 
Механічна система незмінна. Оскільки на механічну систему діє 
змінний момент, то використовуємо теорему про зміну кінетичної 
енергії механічної системи в диференціальній формі: 
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Виразимо  Т  через  Vc: 
 21 TTT += .   (2) 
Тіло 1 виконує плоскопаралельний рух: 
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Тіло 2 виконує обертальний рух: 
 Рис. 6.7 
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Підставивши   Т1  і  Т2       в (2), одержимо: 
( ) ( ) 22222 11010100 CCCCC VVmMVmVMVT =+=+=+= . 
Отже  .110 2СVT =  (3) 
Визначимо алгебраїчну суму елементарних робіт зовнішніх сил: 
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Підставимо (3) і (4) в (1): ( ) ( ) CC dStVd 202,68,9110 2 −=⋅ . 
Помножимо і поділимо на dt праву частину рівності: 
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Відповідь: 9,4=cV м/с. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 7.  ПРИНЦИП МОЖЛИВИХ ПЕРЕМІЩЕНЬ 
7.1. Невільні системи матеріальних точок. В’язі. 
Можливі і дійсні переміщення 
Невільною називається система матеріальних точок, на рухи 
яких накладені деякі обмеження. Пристрої, які накладають об-
меження на рухи точок, називається в’язями.  
Вязі, які на накладають обмеження тільки на координати точок, 
називаються геометричними. 
В’язі які накладають обмеження на координати точок і їх 
швидкості, називаються кінематичними. 
Якщо в’язі не залежать від часу, тобто, якщо в рівняння в’язей не 
входить явно час   t,  то такі в’язі називаються стаціонарними; якщо 
в рівняння в’язей явно входить час t, то в’язі називаються не-
стаціонарними. 
Утримуючі, або двобічні в’язі, це такі в’язі, які обмежують 
переміщення точки в двох протилежно напрямлених напрямках.  
Не утримуючі, або однобічні в’язі, це такі вязі, які обмежують 
переміщення точки тільки в одному напрямку. 
Можливими переміщеннями називаються такі нескінченно малі 
переміщення, які допускаються в’язями в даний момент часу. 
Ідеальними в’язями називається в’язі, сума робіт реакцій яких на 
будь-яких можливих переміщеннях точок системи дорівнює нулю: 
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Число незалежних можливих переміщень механічної системи 
дорівнює числу ступенів вільності механічної системи. 
Дійсними переміщеннями називаються нескінченно малі 
переміщення, які отримають точки під дією конкретних сил при 
зміні часу. 
7.2. Принцип можливих переміщень 
Для рівноваги системи матеріальних точок, на яку накладені 
ідеальні стаціонарні в’язі, необхідно і достатньо, щоб сума робіт 
активних сил на будь-яких можливих переміщеннях дорівнювала 
нулю: 
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В проекціях на осі декартової системи координат:  
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7.3. Питання для самопідготовки 
1. Як називаються в’язі, які залежать від часу? 
2. Як називаються в’язі, які не залежать від часу? 
3. Як називають в’язі, які накладають обмеження на положення 
точок системи, але не на їх швидкості? 
4. Як називають в’язі, які накладають обмеження не тільки на по-
ложення точок системи, а також і на їх швидкості? 
5. Прикладом якої в’язі є в’язь, яка накладається за допомогою 
гнучкої, нерозтяжної і невагомої нитки? 
8. Як називаються в’язі, якщо сума елементарних робіт реакцій 
цих в’язей на будь-якому можливому переміщенні системи рівна 
нулю? 
7. Прикладом якої в’язі є в’язь, яка накладається за допомогою 
абсолютно гладкої поверхні? 
8. Скільки ступенів вільності має вільна матеріальна точка? 
9. Чому дорівнює число ступенів вільності механічної системи, 
яка складається з “n” матеріальних точок? 
10. Скільки ступенів вільності має тверде тіло, яке обертається 
навколо нерухомої осі? 
11. Скільки ступенів вільності має важіль? 
12. Скільки ступенів вільності має кривошипно-шатунний 
механізм? 
13. Як називаються нескінчено малі переміщення механічної 
системи, які допускаються в даний момент накладеними на систему 
в’язями? 
14. Чи є кожне дійсне переміщення одним з можливих пере-
міщень? 
15. Чи будуть рівні між собою проекції переміщень двох точок 
абсолютно твердого тіла на пряму, яка з’єднує ці точки? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 16. Визначіть проекції можливого переміщення деякої точки С 
на осі X і Y. якщо відомі її координати: 0 0sin ; cos ;X r Y rϕ ϕ= = . 
17. Користуючись виразом елементарної роботи в вигляді 
скалярного добутку, напишіть рівняння робіт, яке виражає принцип 
можливих переміщень. 
18. Користуючись аналітичним виразом елементарної робо-
ти.напишіть рівняння робіт.яке виражає принцип можливих 
переміщень. 
19. Чи дозволяє принцип можливих переміщень визначити 
реакції в’язей? 
20. Чому дорівнює число рівнянь рівноваги, які дає принцип 
можливих переміщень для досліджуваної системи з голономними 
в’язями? 
 
7.4. Порядок розв’язування задач 
1. Зображуємо механічну систему . 
2. Напрямляємо активні сили. 
3. Якщо в’язі не ідеальні, то замінюємо їх дію реакціями. 
4. Надаємо системі можливе переміщення і показуємо на 
малюнку вектори можливих переміщень точок прикладання сил і 
кути можливих поворотів тіл. 
5. Записуємо рівняння, яке виражає принцип можливих 
переміщень. 
6. Всі можливі переміщення, які входять в записане рівняння, 
виражаємо через одне. 
7. З отриманого рівняння визначаємо шукану величину. 
Примітка: 
Якщо система має n ступенів вільності, то задаються n 
незалежним числом можливих переміщень системи. При складанні 
кінцевого рівняння враховується тільки кінцеве можливе 
переміщення, а інші рахуються рівними нулю. 
З отриманої n системи рівнянь визначаються шукані величини. 
 
7.5. Приклади розв’язування задач 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Задача 1. В точці О похилої площини влаштовано нерухомий 
блок (рис. 7.1), через 
який перекинуто нероз-
тяжну нитку, прикріп-
лену кінцями до двох 
вантажів HP 30=  і 
Q=60 Н . 
Нехтуючи масою 
блока і вважаючи 
площину гладенькою, 
визначити кут α при 
рівновазі. 
Розв’язання 
Зображуємо активні сили, які діють на механічну систему. 
Надаємо механічній системі можливе переміщення. Система має 
один ступінь вільності. Записуємо принцип можливих переміщень: 
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δ                                       (1) 
Складаємо рівняння (1): 
;0sin =⋅−⋅ αδδ SQSP  ( ) .0sin =− αδ QPS  
Оскільки 0≠Sδ , то .0sin =− αQP   
Отже  .sin
Q
p
=α   o30;5,0
60
30
sin =α==α . 
Відповідь: o30=α . 
 
Задача 2. До повзунка  А механізму еліпсографа прикладена 
сила Р
r
, напрямлена вздовж направляючої повзуна до осі обертання 
О кривошипа ОС (рис. 7.2). Який обертаючий момент потрібно 
прикласти до кривошипа ОС для того, щоб механізм був у рівновазі 
в положенні, коли кривошип ОС складає з напрямляючою повзуна 
ОВ кут φ? Механізм розташовано в горизонтальній площині, 
причому дано: =OC lCBAC == . 
Розв’язання 
Рис. 7.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Напрямляємо активну силу Р
r
 і активний момент М.  
 
Оскільки в’язі ідеальні, то реакції в’язей не напрямляємо. 
Система має один ступінь вільності. Надаємо можливе 
переміщення кривошипу δϕ . 
Позичимо можливе переміщення в 
точці А як Аyδ  (А – точка 
прикладання сили Р
r
). 
Записуємо принцип можливих 
переміщень: 
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Складаємо рівняння (1): 
.0=⋅−⋅ δϕδ МуР А  (2) 
Оскільки ϕsin2lyA = , 
виразимо Аδϕ  через δϕ . 
А саме:  ϕδϕδϕ cos2lА = .    (3) 
Підставимо (3) в (2): 
,0cos2 =⋅−⋅⋅ δϕδϕϕ MlP  
( ) .0cos2 =− MPl ϕδϕ  Оскільки ,0≠δϕ  то .0cos2 =− MPl ϕ  
 
 
Рис. 7.3 
Рис. 7.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Визначимо М:  .cos2 ϕPlM =  
Відповідь: .cos2 ϕPlM =  
 
Задача 3. Простий важільний прес складається із з’єднаних між 
собою шарнірних стержнів АВ і ВС, DЕ і ЕF однакової довжини l  
кожний (рис. 7.3). Стержні з’єднані з горизонтальною платформою 
MN, що піднімається, на яку кладеться пресоване тіло. Знайти 
співвідношення між силами ,QiP
rr
 яка тисне на тіло при 
рівновазі. 
Розв’язання.  Напрямляємо активні сили .QiP
rr
 
Напрямляємо реакцію в’язі N
r
. 
Відомо, що:  .NQ
rr
−=  
Вибираємо систему координат. Записуємо принцип можливих 
переміщень: 
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Складаємо рівняння (а): 
.0=⋅−⋅−⋅ LEB yNxPxP δδδ                             (2) 
З рисунку 7.7 видно: 
.sin2,cos,cos αααδ lylaxlax LEB =+=−−=  
Визначимо ,,, LEB yxx δδδ    (l=const, a=const): 
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Підставляємо (3) в (2), звідки, позбувшись αδ   ( 0≠αδ ), 
α
α
α
PtgPN ==
cos
sin
. 
Відповідь:  αPtgQ = . 
Задача 4. Складена балка АD, яка лежить на трьох опорах, 
складається з балок АС і СD, шарнірно з’єднаних в точці С 
(рис. 7.4, а). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 На балку діють вертикальні сили кНPкНP 6,2 21 == , і момент 
мкНM 4= . Визначити опорні реакції в точках А, В і D. 
 
Розв’язання. Визначимо RA. 
Для цього умовно відкидаємо опору А і замінюємо дію опори на 
балку реакцією 
A
R
r
 (рис. 7.4, б). надаємо можливе переміщення в 
точці А: Asδ . 
При цьому балка займе положення, зображене на рис. 7.4, б. 
Запишемо принцип можливих переміщень: 
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Складемо рівняння (1): 
 0=⋅−⋅ CAA MsR ϕδδ . 
Оскільки  CAs ϕδδ 2= ,  то 02 =⋅−⋅ CCA MR ϕδδϕ   і  
0)2( =− МRАСϕδ . 
 
Рис. 7.4 
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б) 
в) 
г) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Відомо, що .02,0 =−≠ MRтоді ACϕδ  Знаходимо :AR   
.2
2
4
2
кН
M
RA ===  
Визначимо ВR . 
Для цього умовно відкидаємо опору В і замінюємо дію опори на 
балку реакцією ВR
r
 (рис. 7.4, в). 
Надаємо можливе переміщення балці. Складаємо рівняння (1): 
.02211 =⋅−⋅+⋅−⋅ sPsRsPM BBA δδδϕδ  
З рис. 7.4, в  видно, що: 




ϕδ=
ϕδ
=
δ
=ϕδϕδ⋅=δ
ϕδ⋅=δϕδ⋅=δϕδ⋅=δ
.3
2
6
2
,6
,5,4,2 12
D
DC
ADC
DDBD
s
s
sss
 
Отже  
 
( ) .02453
,02453
21
21
=−+−
=⋅−⋅⋅+⋅⋅−⋅
PRPM
PRPM
BD
DDBDD
ϕδ
ϕδϕδϕδϕδ
 
Оскільки ,0≠Dϕδ  то: 
.02453 21 =−+− PRPM B  
Визначимо :
B
R  
).(5,2
4
622543
4
53 21 кН
PPM
RB =
⋅+⋅+⋅−=
++−
=  
Визначимо .DR  Оскільки на балку діє система паралельних сил, 
то напрямок реакції в’язі в точці  D відомий. 
Умовно відкидаємо опору D і замінюємо дію опори на балку 
реакцією DR  (рис. 7.4, г). 
Надаємо балці можливе переміщення. Складаємо рівняння (1): 
 .02211 =δ⋅+δ⋅−δ⋅+ϕδ⋅ DDA SRSPSPM  
З рисунка 7.4, г видно, що: 
 




ϕδ=
ϕδ
=
δ
=ϕδ
ϕδ⋅=δϕδ=δ=δϕδ=δ
.
2
2
2
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B
BC
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s
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 Отже         
( ) .042
,042
21
21
=+−+−
=⋅+⋅−+−
DB
BDBBB
RPPM
RPPM
ϕδ
ϕδϕδϕδϕδ
 
.0≠Bϕδ  Прирівнявши вираз в дужках до нуля, визначимо DR : 
 ).(5,3
4
6224
4
2 21 кН
PPM
RD =
⋅+−
=
+−
=  
Перевіримо правильність визначення опорних реакцій, склавши 
рівняння статики ( )∑
=
=
n
k
KC Fm
1
0
r
 (рис. 7.5). 
Отже    064212 21 =⋅+⋅−⋅+⋅−+⋅− DBA RPRPMR ; 
 065,34625,212422 =⋅+⋅−⋅+⋅−+⋅− . 
Опорні реакції визначено правильно. 
Відповідь:  .5,3,5,2,2 кНRкНRкНR DBA ===  
 
Задача 5. Знайти вагу 
21 РіР  (рис. 7.6) двох 
вантажів, які утримуються в 
рівновазі вантажем Р на 
площинах α і β, якщо вантажі 
21 РіР закріплені до кінців 
троса, який з’єднує вантаж 
1Р через блок О1, що вста-
новлений на горизонтальну 
вісь, до рухомого блока О, що несе вантаж Р, і потім через блок О2 , 
що закріплений до осі блока О1, до вантажу Р2. 
Тертям, а також масами блоків і троса знехтувати. 
Рис. 7.6 
Рис. 7.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розв’язання. Механічна система має два ступені вільності. 
Вибираємо два лінійні незалежні можливі переміщення 
.21 rir
rr
δδ  
Зображуємо механічну систему і діючі активні сили 
РРР
rrr
,, 21 (рис. 7.6, а). 
Задаємо можливим 
переміщенням вантажу Р1 – 
.1r
r
δ  При цьому вантаж Р2 
залишається в спокої, а блок 
О з вантажем Р пере-
міститься на 3rrc
rr
δδ = . 
Записуємо принцип мож-
ливих переміщень: 
 ∑
=
=⋅
n
k
kk rF
1
.0
rr
δ  (1) 
Складемо рівняння (а): 
 .0sin 311 =⋅−⋅ rPrP δαδ  (2) 
Виразимо  3rδ  через  1rδ : 
 
22
1
3
rr
rr LC
δδ
δδ === . 
Отже .
2
1
3
r
r
δ
δ =  (3) 
Підставимо (3)  в  (2): 
 ( ) 05,0sin,0
2
sin 11
1
11 =−αδ⇒=
δ
⋅−δ⋅α PPr
r
PrP . 
Оскільки ,01 ≠rδ   то: 
 
α
=⇒=−α
sin
5,0
,05,0sin 11
P
PPP . 
Задаємося можливим переміщенням вантажу Р2 – .2r
r
δ  При 
цьому вантаж Р1 залишається нерухомим, тобто ,01 =r
r
δ  а вантаж Р 
переміститься на 2r
r
δ  (рис. 7.6, б). 
 
Рис. 7.6, а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Складемо рівняння (а): 
 .0sin 322 =⋅−⋅⋅ rPrP δβδ  (4) 
Виразимо 3rδ  через 2rδ : 
 
22
, 22
rr
rrr NCN
δ
=
δ
=δδ=δ . 
Отже .23 rrr C δδδ ==  (5) 
Підставимо (5) в (4): 
 
( ) .05,0sin
;0
2
sin
22
2
22
=−βδ
=
δ
⋅−βδ⋅
PPr
r
PrP
 
Оскільки ,02 ≠rδ  то .05,0sin2 =− PP β  
Отже    .
sin
5,0
2 β
P
P =  
Відповідь:  ,
sin
5,0
1 α
P
P =  .
sin
5,0
2 β
P
P =  
 
Рис. 7.6, б 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 8. ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА. ЗАГАЛЬНЕ РІВНЯННЯ 
ДИНАМІКИ 
8.1. Принцип Даламбера для матеріальної 
точки 
Основне рівняння динаміки для невільної матеріальної точки  
RFam
rrr
+=  можна записати у такому вигляді: 
 
 ( ) 0=−++ amRF r
rr
.  
 
Останній член рівняння  am
rr
−=Φ   є силою інерції. Сила інерції 
по модулю дорівнює добутку маси точки на її прискорення і 
напрямлена в протилежний бік від прискорення. Користуючись цим 
позначенням, запишемо рівняння у вигляді: 
 
 0=Φ++
rrr
RF . (8.1) 
 
Для рухомої невільної матеріальної точки в кожний даний 
момент часу геометрична сума рівнодіючої активних сил, 
рівнодіючої реакції в’язей і сили інерції дорівнює нулю. 
 
8.2. Принцип Даламбера для механічної системи 
Якщо в будь-який момент часу до кожної із точок рухомої 
невільної механічної системи прикласти силу інерції, то 
геометрична сума головних векторів активних сил, реакцій в’язей і 
сил інерції системи дорівнює нулю: 
 
 0*** =Φ++
rrr
RF , (8.2) 
 
і геометрична сума головних моментів активних сил, реакцій в’язей 
і сил інерції відносно деякого нерухомого центра О дорівнює нулю: 
 .0=++ ΦO
R
O
F
O MMM
rrr
 (8.3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 8.3. Зведення сил інерції точок твердого тіла 
 
В динаміці за центр зведення вибирається точка С – центр мас 
тіла. 
Сили інерції точок твердого тіла зводяться до головного вектора 
сил інерції, що прикладений в центрі мас механічної системи R
r
 і 
головного моменту сил інерції механічної системи відносно центра 
мас:  
 
 




×−=
−=−=Φ
∑
∑
Φ .
,*
kkkC
Ckk
amrM
aMam
rrr
rrr
  (8.4) 
 
Частинні випадки: 
а) поступальний рух. 
При поступальному русі твердого тіла сили інерції точок 
твердого тіла зводяться до головного вектора сил інерції, який за 
напрямком протилежний прискоренню центра мас (рис. 8.1):  
 .* caMФ ⋅−=   (8.5) 
По модулю він рівний добутку маси тіла на прискорення центра 
мас: 
 caMФ =
*
. (8.6) 
 
б) обертальний рух твердого тіла. 
Якщо тіло обертається навколо осі, яка проходить через центр мас 
тіла, а тіло має площину симетрії і вісь Cz перпендикулярна до цієї 
площини, то сили інерції точок тіла зводяться до головного 
моменту сил інерції, який за напрямком протилежний кутовому 
прискоренню тіла: ε
rr
zC IM −=
Φ
, а по величині рівний добутку 
Рис. 8.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 момента інерції тіла відносно осі обертання на величину кутового 
прискорення (рис. 8.2)  
.ε⋅= z
Ф
c IM  (8.7) 
в) плоскопаралельний рух твердого тіла. 
Нехай тіло має площину матеріальної симетрії і рухається пара- 
лельно цій площині. Сили інерції точок тіла зводяться до головного 
вектора сил інерції 
∗Φ
r
 і  головного моменту сил інерції  
Φ
cM
r
 
(рис. 8.3):  
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
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⋅−=Φ
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∗
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ε
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IM
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r
rr
 (8.8) 
Рис. 8.3 
Рис. 8.2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 8.4. Загальне рівняння динаміки 
При русі механічної системи з ідеальними двобічними в’язами в 
кожний даний момент часу сума елементарних робіт активних сил і 
сил інерції, прикладених до точок механічної системи, на будь-
якому можливому переміщенні дорівнює нулю: 
 
 ( ) .0
1
=⋅Φ++∑
=
k
n
k
kkk rRF
rrrr
δ  (8.9) 
 
В аналітичній формі рівняння має вигляд: 
 
( ) ( ) ( )[ ] 0
1
=++++++++∑
=
n
k
kkzkzkzkkykykykkxkxkx zФRFyФRFxФRF δδδ . (8.10) 
8.5. Питання для самоперевірки 
1. Чому дорівнює сила інерції точки при її рівномірному 
прямолінійному русі? 
2. Сформулюйте принцип Даламбера для матеріальної точки. 
3. Сформулюйте принцип Даламбера для системи. 
4. Чому дорівнює в будь-який момент часу геометрична сума 
головних векторів заданих сил. реакції в’язей і сил інерції 
матеріальних точок невільної механічної системи? 
5. Чому дорівнює в будь-який момент часу геометрична сума 
моментів зовнішніх сил і сил інерції механічної системи відносно 
деякого центра? 
6. Чому дорівнює геометрична сума всіх прикладених до точки 
активних сил. сил реакцій і сили інерції цієї точки? 
7. 3а якою формулою визначається модуль дотичної сили інерції 
при нерівномірному криволінійному русі? 
8. 3а якою формулою визначається модуль нормальної сили 
інерції при нерівномірному криволінійному русі? 
9. Як напрямлений вектор дотичної сили інерції? 
10. Як напрямлений вектор нормальної сили інерції? 
11. При якому русі матеріальної точки дорівнює нулю її дотична 
сила інерції? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 12. При якому русі матеріальної точки дорівнює нулю її 
нормальна сила інерції? 
13. 3а якою формулою визначається модуль дотичної 
(обертальної) сили інерції точки твердого тіла, яке обертається 
навколо нерухомої осі? 
14. 3а якою формулою визначається модуль нормальної 
(доцентрової) сили інерції точки твердого тіла, яке обертається 
навколо нерухомої осі? 
15. Напишіть загальне рівняння динаміки. 
16. Який вигляд прийме загальне рівняння динаміки, якщо 
механічна система знаходиться в рівновазі? 
 
8.6. Порядок розв’язання задач, 
використовуючи принцип Даламбера 
1. Зображаємо систему(точку) і активні сили, які діють на неї. 
2. У випадку невільного руху, звільняємо систему (точку) від 
в’язей і замінюємо їх дію реакціями в’язей. 
3. Умовно прикладаємо до системи (точки) сили інерції, а у 
випадку механічної системи – і моменти сил інерції. 
4. Вибираємо систему координат. 
5. Складаємо рівняння умовної рівноваги системи(точки), які 
відповідають принципу Даламбера. 
6. Розв’язуючи отримані рівняння, визначаємо шукані величини. 
 
8.7. Порядок розв’язання задач, 
використовуючи загальне рівняння динаміки 
1. Робимо аналіз механічної системи та визначаємо число 
ступенів вільності системи. 
2. Зображаємо систему і всі активні сили, які діють на систему.  
У випадку неідеальних в’язей (наприклад, сили тертя), напрямляємо 
реакції в’язей, і відносимо їх до заданих сил.  
3. Робимо кінематичний аналіз та напрямляємо прискорення та 
кутові прискорення тіл системи. Напрямляємо головні вектори сили 
інерції і головні моменти сил інерції тіл системи. 
4. Для механічної системи з одним ступенем вільності надаємо 
можливе переміщення одній із точок механічної системи і 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 виражаємо можливі переміщення точок прикладених всіх сил через 
це можливе переміщення. 
5. Складаємо рівняння (8.9). 
6. Визначаємо невідому величину. 
 
Для механічної системи з двома ступенями вільності: 
 
1. Вибрати два незалежні можливі переміщення. 
2. Надати можливе переміщення механічній системі, яке 
відповідає зміні першого можливого переміщення. 
3. Скласти загальне рівняння динаміки. 
4. Надати можливе переміщення механічній системі , яке 
відповідає зміні другого можливого переміщення. 
5. Скласти загальне рівняння динаміки. 
6. Визначити з одержаної системи рівнянь невідомі величини. 
 
8.8. Приклади розв’язання задач 
Задача 1.  Через блок маса якого 
m3 (рис. 8.4) перекинута нерозтяжна 
нитка, до кінців якої прикріплені 
тягарці М1 масою m1 і М2 масою m2. 
Визначити прискорення тягарців і 
сили натягів ниток, якщо: 
.2,6,3 321 mmmmmm ===  Блок 
вважати однорідним диском. 
Розв’язання: 
Механічна система складається з 
блока, тягарців і нерозтяжної нитки. 
Прискорення тягарців: .21 aaa ==  
Напрямляємо активні сили, які 
діють на систему: .;; 321 PPP
rrr
 
 
Прикладаємо сили інерції і момент сил інерції сил механічної 
системи:    .  і   , 21 ФМΦΦ
rr
 Виразимо   .  і   , 21 ФМΦΦ через a : 
Рис. 8.4 
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Складаємо рівняння: 
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Визначимо сили натягів нитки. Розглянемо 
умовну рівновагу тягарця М1 (рис. 8.5) На тягар діє 
активна сила  .1P
r
 Напрямляємо реакцію в’язі .1T
r
  Прикладаємо 
силу інерції .1Φ
r
  
Принцип Даламбера для матеріальної точки: 
 
0=Φ++
rrr
RF  
 
Спроектуємо це рівняння на y: 
 
.9,3T
 ;9.33.033
g 
;0
1
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mg
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=
=⋅+
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=−+−
 
 
Розглянемо умовну рівновагу тягарця  М2 
(рис. 8.6).  
На тягар діє активна сила 2P
r
.  Напрямляємо 
реакцію в’язі  2T
r
. Прикладаємо силу інерції  2Φ
r
. 
Рис. 8.6 
Рис. 8.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Принцип Даламбера для матеріальної точки: 
 
.0=Φ++
rrr
RF  
 
Спроектуємо це рівняння на вісь y: 
 
.2.43.066
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2
222
mggmmgT
ФTP
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=++−
 
 
Задача 2.  Тягар А вагою Q, опускаючись вниз, приводить в 
рух, – за допомогою невагомої абсолютно гнучкої нерозтяжної 
нитки, перекинутої через блок В (вагою РВ), – каток D вагою PD. 
Останній котиться без проковзування по горизонтальній площині. 
Вважаючи блок В і каток D однорідними дисками, визначити 
прискорення тягарця А, а також натяг нитки на обох ділянках, 
якщо: 
PPPP DB 4  ,2 ==   (рис. 8.7). 
 
Рис. 8.7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розв’язання 
Розглядаємо умовну рівновагу тягарця А (рис. 8.8).  
Напрямляємо активну силу Q
r
, яка діє на тягар. Напрямляємо 
реакцію в’язі  1T
r
. 
Прикладаємо силу інерції  AΦ
r
: 
.
AAAA
a
g
Q
amФ ⋅=⋅=  
Запишемо принцип Даламбера для матеріальної 
точки:  .0=Φ++
rrr
RF  Спроектуємо це рівняння на 
у: 
 
         .
,0
1
1
A
A
a
g
Q
QT
QT
⋅−=
=−Φ+
    (1) 
  
Розглянемо умовну рівновагу блока В (рис. 8.9). 
Напрямляємо  активну силу  BP
r
, яка діє на блок. напрямляємо 
реакції в’язей: 1121 ;,,, TTTTYX OO =′′
rrr
. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 8.8 
Рис. 8.9 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Прикладаємо головний момент сил інерції 
B
фM . Виразимо 
B
фM  
через Aa : 
.
2
2
2
2
g
arP
ar
g
P
r
arm
IM ABAB
B
LBB
B
z
B
Ф
B
⋅⋅
=⋅⋅=⋅
⋅
=⋅=
τ
ε  
Складаємо рівняння: 
 .0
,0
,0
12
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000
=+−
=+′−
=++
g
aP
TT
MrTrT
MMM
A
Ф
ВBB
ФRF
 
Розглянемо умовну рівновагу катка D (рис. 8.10). 
Напрямляємо зовнішні сили, які діють на коток:  2,TPD
rr
,  
RFзч
rr
, ; .22 TT =′   Прикладаємо головний вектор сил інерції і 
головний момент сил інерції  
Ф
DM . 
Виразимо  DФ   і  
Ф
DM   через  :Aa  
 ;
4
CCDD a
g
P
amФ ⋅=⋅=  
Рис. 8.10 
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Відомо, що:     
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a
NP
a
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;
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C
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Тоді    
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Складемо рівняння: 
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Підставимо (1)  і  (3)  в  (2): 
Отже: 
QP
gQ
aA +
=
5.2
 
 
Визначимо натяги ниток: 
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Рис. 8.11 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Відповідь:  
QP
gQ
QA +
=
5,2
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Задача 3. Два однорідні стержні ОА  і  ОВ, масою  m  кожний, 
прикріплені кінцями за допомогою шарніра О до вертикального 
стержня ОD (рис. 8.11), а їх кінці А і В зв’язані нерозтяжними 
нитками в точці D вертикального стержня. Стержні обертаються 
рівномірно з кутовою швидкістю ω навколо вертикального стержня 
ОD. Визначити натяг нитки і реакцію шарніра О, прикладену до 
стержня ОВ, якщо: lOBOA ==    і   ∠ DBO = α . 
 
Розв’язання 
Розглянемо умовну рівновагу стержня ОВ. Напрямляємо 
активну активну силу  P
r
.  Напрямляємо реакції в’язей:  .,, 00 yxT
rrr
  
Розбиваємо стержень стержень ОВ на нескінченно малі елементи 
масою km :   ,kk dSAm ⋅⋅= ρ   де  ρ  – густина, А – площа 
поперечного перерізу, αω sin2JLank = . 
До кожного елементу прикладемо силу інерції nkΦ
r
: 
.sinsin 22 kkkk
n
k dSSASmФ αωραω ==  
 
Складемо рівняння:   






=++
=++
=++
;0
;0
;0
000
ФRF
yyy
xxx
MMM
ФRF
ФRF
 
 









=⋅⋅⋅⋅⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅
=−
=⋅⋅⋅⋅⋅+−
∫
∫
.0cossinsin
2
cos
;0
;0sin
22
0
0
0
2
0
kk
kk
dSSAPT
Py
dSSATx
ααωραα
αωρ
l
l
l
l
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Маса стержня: AJLm = . 
Розвязуємо систему рівнянь: 
mgPyo == ; 
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sin
tg(
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22
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3
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Відповідь:   
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=
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ω
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Задача 4. Тягар А вагою Q, який підвішений на невагомій 
нерозтяжній нитці, перекинутій через невагомий блок D і 
намотаний на шків B радіусом R (рис. 8.12), приводить жорстко 
зв’язаний із шківом вал радіусом r, що котиться без проковзування 
по горизонтальній решітці. Вага шківа з валом P, радіус інерції 
відносно центральної осі ρ . Визначити прискорення тягарця. 
Розв’язання  
Механічна система складається з тягарця А, блока, шківа з валом 
і нерозтяжної нитки. Напрямляємо зовнішні сили, які діють на 
механічну систему: .,,, зчFRPQ
rrrr
 Прикладаємо сили інерції  
AΦ
r
, BΦ
r
  і  момент сил інерції  .ФВМ   Надаємо механічній системі 
можливе переміщення. Складаємо загальне рівняння динаміки: 
( ) .0
1
=⋅Φ++∑
=
k
n
k
kkk rRF
rrrr
δ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Отже  
.0=−Φ−Φ− B
Ф
ВCBA MSSSQ δϕδδδ   (1) 
Виразимо CSδ   і Bδϕ   через  Sδ : 
.         ;
;
,
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S
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S
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S
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S
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L
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Отримали  
                .        ,
rR
S
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S BC −
=
−
⋅
=
δ
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δ
δ  (2) 
Підставимо   CSδ   і   Bδϕ     в  (1): 
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Рис. 8.12 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Оскільки  ,0≠Sδ   то прирівнюємо вираз в дужках до нуля: 
 0
1
=⋅
−
−Φ⋅
−
−Φ− ΦBВА MrRrR
r
Q . (3) 
Виразимо ФА, ФВ  і  
Φ
BM   через   a : 
.,, B
B
Z
Ф
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IMa
g
P
Фa
g
Q
Ф ε⋅=⋅=⋅=  
З кінематики відомо, що: .B
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a
ε==  
Отже 
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Тоді 
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g
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−
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,,
ρ
. (4) 
Підставивши (4)  в  (3),  визначимо :a  
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Відповідь: 
)(()(
)(
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2
ρρ +++−
−
=
rrPrRQ
rRQg
a . 
 
Задача 5. Механічна система, яка складається з двох катків 
однакової ваги Q і бруска вагою P (рис. 8.13), який лежить на 
катках, приводиться в рух сталим моментом M, прикладеним до 
катка B. Визначити прискорення бруска, якщо катки вважати 
однорідними дисками радіусом r кожний. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розв’язання 
 
Рис. 8.13 
Механічна система, на яку накладені ідеальні в’язі, складається з 
дисків і бруска.  
Напрямляємо активні сили  P
r
,  Q
r
, які діють на систему. 
Прикладаємо сили інерції  AΦ
r
,  BΦ
r
,  DΦ
r
,  а також моменти сил 
інерції  
Ф
ВM ,  
Ф
DM .  Надаємо механічній системі можливе 
переміщення. Складаємо загальне рівняння для механічної системи, 
на яку накладені ідеальні в’язі:  
 ( ) 0
1
=⋅Φ+∑
=
k
n
k
kk rF
rrr
δ . 
Отже 
021 =⋅−⋅−⋅Φ−⋅Φ−⋅Φ−⋅
ΦΦ
DDBBDВАB MMSSSM δϕδϕδδδδϕ . (1) 
Виразимо  DBB SS δϕδϕδδδϕ ,,,, 21  через Sδ . 
Оскільки брусок виконує поступальний рух, то: 
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Підставимо (2) в (1): 
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Оскільки  ,0≠Sδ то прирівнюємо вираз в дужках до нуля: 
 0
2
1
2
1
2
1
2
1
2
=−−Φ−Φ−Φ− ΦΦ DBDВА Mr
M
rr
M
. (3) 
Виразимо ΦΦΦΦΦ DBDВА MM ,,,,   через  Aa . 
Оскільки ,NL aaa ==  то r
a
CP
aa
aa DB 2
   ,
2 1
1
21 ===== εε . 
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Підставивши (4) в (3), визначимо прискорення бруска: 
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Задача 6.  Регулятор  обертається  рівномірно  навколо  осі  Oy  
(рис. 8.14). Довжина плеч регулятора l==== BDBODAAO 21 , 
.21 bOOOO ==  Визначити кутову швидкість регулятора в 
залежності від кута φ відхилення плеч, якщо: Р – вага кожної із 
куль, Q – вага муфти, С – жорсткість пружини. При 0=ϕ  
пружина не розтягнута і не стиснута. 
Розв’язання 
Механічна система складається з двох куль, муфти, плеч. 
Напрямляємо активні сили, які діють на систему і силу пружності 
пружини. 
( ) ( ).cos12cos22. ϕϕλ −⋅⋅=⋅−⋅=⋅= cccFпр lll  
Прикладаємо сили інерції .    ВА ФіФ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Запишемо загальне рівняння динаміки в аналітичній формі: 
 ( ) ( )[ ] 0
1
=⋅Φ+++⋅Φ++∑
=
n
k
kkykykykkxkxkx yRFxRF δδ . (1) 
Складемо рівняння (1): 
 02 =⋅+⋅Φ−⋅Φ+⋅+⋅ DпрBBAАDA yFxxyQyP δδδδδ . (2) 
Визначимо координати точок прикладання сил:   
. cos2 ,cos
,sin,sin
ϕϕ
ϕϕ
ll
ll
===
−−=+=
DBA
BA
yyy
bxbx
 
 Рис. 8.14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Тоді 
 
. sin2      ,sin
,cos,cos
δϕ⋅ϕ−=δδϕ⋅ϕ−=δ=δ
δϕ⋅ϕ−=δδϕ⋅ϕ=δ
ll
ll
DBA
BA
yyy
xx
 (3) 
Підставимо (3)  в  (2): 
[ ] 0sin2coscossin2sin2 =−Φ+Φ+−− ϕϕϕϕϕδϕ lllll прBA FQP . 
Оскільки ,0≠δϕ  то прирівнюємо вираз в дужках до нуля: 
 0sin2coscossin2sin2 =⋅−Φ+Φ+⋅−− ϕϕϕϕϕ lllll прBA FQP . (4) 
Виразимо  BА ΦΦ   i    через  ω: 
Оскільки кулі А  і  В на однаковій віддалі від осі обертання, то: 
 ( )ϕω sin2 l+==Φ=Φ b
g
P
a
g
P n
ABА . (5) 
Підставивши (5)  в  (6),  визначимо  ω: 
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( )[ ]
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     Відповідь:  ( )[ ]
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Задача 7. Два вантажі D  і  E  вагою  P  кожний прив’язані до 
кінців нерозтяжної і невагомої нитки (рис. 8.15, а). Ця нитка від 
вантажу Е проходить через блок А, потім охоплює рухомий блок  В, 
повертається вгору на нерухомий блок С, співвісний з блоком А, 
проходить паралельно до гладкої похилої площини, де до кінця 
нитки прив’язаний вантаж D.  Похила площина утворює кут α  з 
горизонтом. До осі рухомого блока прив’язаний вантаж К вагою Q. 
Горизонтальна площина шорстка, коефіцієнт тертя ковзання ƒ. 
Визначити прискорення вантажу К. Масами блоків знехтувати. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розв’язання 
Механічна система складається з вантажів, блоків і нерозтяжної 
нитки. Механічна система має два ступені вільності. Вибираємо два 
незалежні можливі переміщення: ., DE SS δδ  Надаємо спочатку 
можливе переміщення вантажу Е – ESδ , закріпивши умовно вантаж 
D (рис. 8.15, б). 
Напрямляємо активні сили QP    ,
r
  і  реакції в’язей  RFтр
rr
, . 
Прикладаємо сили інерції  :  і  kЕ ΦΦ
rr
 
 
g
a
Q
g
a
P KК
E
Е =Φ=Φ , . 
Складаємо загальне рівняння динаміки: 
 ( ) 0
1
=⋅Φ++∑
=
k
n
k
kkk rRF
rrrr
δ . 
 
    Рис. 8.15 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Отже 
 0=Φ−Φ−− EEKKEтрK SSSFSQ δδδδ . (2) 
Вантаж D  умовно нерухомий, тоді: 
  
2
E
K
S
S
δ
δ = . (3) 
Підставивши (3) в (2) одержимо: 
 .0
2
1
2
1
=




 Φ−Φ−−⋅ EKтрE FQSδ  
 
Оскільки ,0≠ESδ  то   02
1
2
1
=Φ−Φ−− EKтрFQ . (4) 
 
Підставивши (1)  в  (4),  одержимо: 
 05,05,0 =−−−
g
a
P
g
a
QPfQ EK . (5) 
Надаємо вантажу D можливе переміщення (рис. 8.15, в)   DSδ . 
Складемо загальне рівняння динаміки: 
0sin =⋅−⋅−⋅⋅−⋅ DDKKDK SФSФSPSQ δδαδδ  
Оскільки    ,
2
D
K
S
S
δ
δ =   то : 
( ) .0         ,05,0sin5,0 ≠=−−⋅−⋅
DDKD
SФФPQS δαδ  
Тоді 
0.5,0sin5,0 =−−⋅−
DK
ФФPQ α  
Оскільки  ,,
g
a
QФ
g
a
PФ KК
D
D ==  то: 
 05,0sin5,0 =−−−
g
a
P
g
a
QPQ DKα . (6) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Розглянемо  рух  рухомого  блоку 
(рис. 8.16). 
Відомо, що:   .     , DNEL aaaa ==  
Прискорення осі блока рівне 
прискоренню тягарця К. З рисунка видно, 
що: 
,
22
DENL
K
aaaa
a
+
=
+
=  
звідки: 
 EKD aaa −= 2 . (7) 
Розв’язуючи систему рівнянь  (5),  (6),  (7),  визначимо :Ka  
 
( )
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aK 2
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+
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α
. 
Відповідь:  
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+
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Рис. 8.16 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 9. РІВНЯННЯ ЛАГРАНЖА ДРУГОГО РОДУ 
Узагальненими координатами механічної системи називаються 
незалежні параметри, які однозначно визначають положення 
механічної системи в будь-який момент часу. Узагальнені 
координати позначають  q1, q2, …, qk.  
Кількість незалежних узагальнених  координат,  які визначають  
 
положення механічної системи дорівнює числу ступенів вільності 
механічної системи. 
Наприклад. Положення всіх точок кривошипно-шатунного 
механізму (рис. 9.1) визначається задаванням однієї величини: кута 
повороту кривошипа АО – φ  або лінійним переміщенням повзуна В 
– х. 
Отже за узагальнену координату можна вибрати q = φ, або 
xq = . 
Кривошипно-повзунний механізм має одну ступінь вільності. 
Для механічної системи, яка має  к  ступенів вільності рівняння 
Лагранжа другого роду мають вигляд: 
 
 SkQ
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kk
,...,1де, ==
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&
, (9.1) 
 
де Т – кінетична енергія механічної системи, яка виражена через 
узагальнені координати і узагальнені швидкості: узагальнені 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 швидкості рівні першим похідним по часу узагальнених координат 
kqq ,...,1 ;  kQQ ,...,1  – узагальнені сили. 
Щоб визначити узагальнену силу ,jQ  яка відповідає 
узагальненій координаті ,jq  потрібно надати даній механічній 
системі таке можливе переміщення, при якому змінюється тільки 
узагальнена координата ,jq  а всі  інші узагальнені координати 
залишаються незмінними. Визначити суму елементарних робіт 
∑
=
n
i
jiA
1
δ  всіх заданих сил на цьому можливому переміщенні і 
розділити цю суму на варіацію jqδ , тобто: 
 .1
j
n
i
ji
j q
A
Q
δ
δ
=
∑
=  (9.2) 
Якщо механічна система знаходиться під дією потенціальних 
сил, то узагальнені сили визначаються за формулами: 
 ,
jj
j q
П
q
U
Q
∂
∂−=
∂
∂=   (9.3) 
де U – силова функція, П – потенціальна енергія системи, яка 
виражена через узагальнені координати цієї системи. 
 
9.1. Питання для самопідготовки 
1. Що називають узагальненими координатами механічної 
системи? 
2. Чому дорівнює число ступенів вільності механічної системи? 
3. В якому випадку декартові координати точок системи 
залежать не тільки від узагальнених координат, але й від часу? 
4. Що називається узагальненою силою, яка відповідає деякій 
узагальненій координаті системи, яку вона має розмірність? 
5. Якими формулами виражаються узагальнені сили через 
проекції на нерухомі осі декартових координат? 
6. Як визначаються узагальнені сили у випадку, потенціальних 
сил? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 7. Який вигляд мають рівняння Лагранжа II роду? 
8. Чому дорівнює число рівнянь Лагранжа II роду для будь-якої 
механічної системи? 
9. Через які змінні величини повинна бути виражена кінетична 
енергія механічної системи при складанні рівнянь Лагранжа ІІ 
роду? 
 
9.2. Порядок розв’язування задач 
1. Визначити кількість ступенів вільності механічної системи. 
2. Вибирати узагальнені координати. 
3. Визначити узагальнені сили відповідно до вибраних узагаль-
нених координат. 
4. Визначити кінетичну енергію механічної системи, виразивши 
її через узагальнені координати і узагальнені швидкості. 
5. Визначити частинні похідні кінетичної енергії: 
.    ;
jj q
T
q
T
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∂
∂
&
 
6. Обчислити похідну за часом:    .







∂
∂
jq
T
dt
d
&
 
7. Записати рівняння Лагранжа другого роду. 
8. Знайдені в пунктах 3, 5, 6 результати підставити в рівняння 
Лагранжа другого роду. 
9. Проінтегрувати складені рівняння і визначити сталі інтегру-
вання з початкових умов задачі. 
10. Дослідити розв’язок задачі. 
 
9.3. Приклади розв’язування задач 
 
Задача 1. Планетарна передача, яка розміщена  в горизонтальній 
площині, приводиться в рух сталим моментом М, прикладеним до 
кривошипа ОА (рис. 9.2). Зубчасте колесо 2 масою m2, яке 
знаходиться в зчепленні з нерухомим зубчастим колесом 1, 
приводиться в рух кривошипом ОА. Визначити кутове прискорення 
кривошипа, якщо його маса  mOA=0.5m2.  Кривошип ОА  довжиною 
l вважати однорідним стержнем, колесо 2 радіусом r вважати 
однорідним круглим диском. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
Розв’язання 
Механічна система, яка складається з кривошипа ОА,  коліс 1 і 2, 
має один ступінь вільності. За узагальнену координату вибираємо 
φОА. Рівняння Лагранжа другого роду має вигляд: 
 
 QTT
dt
d
OAOA
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ϕ∂
∂−


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ϕ∂
∂
&
. (1) 
 
 
Визначимо кінетичну енергію механічної системи, виразивши її 
через узагальнену швидкість :OAϕ&  
 2TTT OA += . (2) 
Кривошип ОА виконує обертальний рух: 
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Колесо 2 виконує плоскопаралельний рух: 
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Тоді 
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Підставивши ТОА  і  Т2   в  (2), одержимо: 
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Частинні похідні: 
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бо Т явно не залежить від φОА,  .3
5 2
2 OA
OA
lm
T ϕ⋅⋅⋅=
ϕ∂
∂
&
&
 
Визначимо  
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Визначимо узагальнену силу: 
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  ( )5  
Підставивши (3), (4), (5)  в  (1), одержимо: 
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Отже: .
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Відповідь: .
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Задача 2. Вантаж А вагою Q,  опускаючись вниз, за допомогою 
невагомої, нерозтяжної нитки, перекинутої через блок D вагою Р і 
намотаний на барабан В радіусом r змушує колесо радіусом R 
котитися без проковзування по нахиленій під кутом α  до горизонту 
рейці (рис. 9.3). Визначити прискорення вантажу, якщо вага колеса 
з барабаном  2Р, а радіус інерції відносно горизонтальної осі, яка 
проходить через точку О, рівний ρ і коефіцієнт тертя кочення δ. 
Блок D вважати однорідним диском. 
Розв’язання 
Механічна система, яка складається з вантажа, блока, барабана з 
колесом і нерозтяжної нитки, має один ступінь вільності. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 За узагальнену координату виберемо лінійне переміщення 
вантажу  SA. Запишемо рівняння Лагранжа другого роду: 
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Виразимо кінетичну енергію механічної системи через 
узагальнену швидкість :AA VS =&  
 DBA TTTT ++= . (2) 
Тягар А виконує поступальний рух: 
 .
222
222
g
SQ
g
QVVm
T AAAAA
&
===  
Блок D виконує обертальний рух: 
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Колесо з барабаном виконує  плоскопаралельний рух: 
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Отже 
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Підставивши  ТА, ТD  і  ТВ  в (1), одержимо: 
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Обчислимо частинні похідні: 
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Обчислимо  :
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Визначимо узагальнену силу: 
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Напрямляємо зовнішні сили, які діють на механічну систему. 
Надаємо можливе переміщення. Тоді 
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Підставивши  (3),  (4), (5)  в  (1), визначимо прискорення: 
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Відповідь: 
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Задача 3. Візок, маса якого 2m, може рухатись по 
горизонтальній площині. З двох сторін возика на осі, яка проходить 
через центр мас (рис. 9.4) вільно насаджені тонкі стержні довжиною 
ℓ, на кінці яких закріплені точкові тягарці масою m кожний. 
Нехтуючи масою коліс і стержнів, і вважаючи, що відхилення 
стержнів від вертикалі малі, визначити рух цієї системи. В 
початковий момент часу: 
.0     ,     ,0     , 0000 ====== ϕϕϕϕ &&&& xxxx  
Розв’язання 
Механічна система, яка 
складається з возика, двох 
стержнів і двох точкових тягарців, 
має два ступені вільності. 
Виберемо систему координат. За 
узагальнені координати виберемо 
абсцису х точки С і кут φ нахилу 
стержнів. 
Запишемо рівняння Лагранжа 
другого роду: 
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Визначимо кінетичну енергію механічної системи: 
 21 2TTT += .  (1) 
Возик виконує поступальний рух: 
 
Рис. 9.4 
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Визначимо швидкість точкових тягарців:    .22
2
2
2
2 yxV && +=  
З рисунка видно, що:  .cos   ,sin 22 ϕϕ ⋅=⋅+= ll yxx  
Тоді:   
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Підставимо (2) і (3) в (1): 
[ ]22222222 sincoscos2 ϕϕϕϕϕϕ &l&ll&&&& ⋅+⋅++⋅+⋅= xxmxmT  
Отже 
   .cos22 222 ϕϕϕ &ll&&& ⋅++= mxmxmT  (4) 
Визначимо частинні похідні: 
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Визначимо похідні по часу: 
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Добуток 0sin2 ≈ϕϕ&  (нескінченно мала величина). При малих 
коливаннях .1cos,sin =ϕϕ=ϕ  Підставивши (5), (6), (7) у вихідні 
рівняння Лагранжа, одержимо: 
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Визначимо узагальнені сили: 
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Оскільки  ,cos,0 ϕ== lAC yy  то: 
ϕ−=ϕ−== ϕ ll mgmgQQx 2sin2,0 . 
Підставимо Qx і Qφ у (8): 
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Розв’язуємо систему рівнянь: 
 0 
2g
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l
&&&&l&&l&& gx . (10) 
Позначимо  
l
2g2 =k ,  отже  .02 =ϕ+ϕ k&&                                    (11) 
Загальний розв’язок цього рівняння: 
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Проінтегруємо перше рівняння з (10): 
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Отже 
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Визначимо сталі інтегрування з початкових умов: 
при 0=t    .0     ,      ,0     , 0000 ====== ϕϕϕϕ &&&& xxxx  
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Підставимо початкові умови в (13)  і  (14), одержимо: 
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Отже 
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Закон руху механічної системи: 
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Відповідь: 
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 10.  УДАР 
Удар – це процес, при якому протягом дуже малого проміжку 
часу діють дуже великі сили, причому переміщення матеріальної 
точки або переміщення точок твердого тіла за цей проміжок часу 
будуть надто малими (ними надалі знехтуємо). 
Хоча ці сили і діють протягом дуже малого проміжку часу, проте 
їх імпульс  і викликана силами зміна швидкостей точок тіла будуть 
скінченими. Ці сили називаються миттєвими або ударними. Удар 
називається центральним, якщо центри мас двох твердих тіл, які 
рухаються поступально, розміщуються на одній прямій (лінія 
удару) і загальна нормаль в точці дотику цих тіл лежить на тій самій 
прямій. 
Якщо швидкості співударних тіл напрямлені по лінії удару, то 
удар називають прямим, в протилежному випадку – косим. 
Пружним називається такий удар, при якому співударні  тіла мають 
після удару різні швидкості. 
При пластичному ударі співударні тіла рухаються після удару як 
одне тіло. 
 
 
Типи задач: 
1. Прямий центральний удар двох куль (рис. 10.1). 
Швидкості після удару 1V
r
 і   2V
r
 Закон збереження кількості 
руху: 
 22112212 VmVmUmUm +=+ . (10.1) 
Коефіцієнт відновлення: 
 
21
12
VV
UU
K
−
−
= , (10.2) 
де  V1  і  V2 – швидкості до удару; імпульс миттєвих сил  S  
визначається для одного із співударяючих  тіл за формулою: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  ( )222 VUmS −⋅= . (10.3) 
Втрата кінетичної енергії: 
 ( ) ( )( )222221112
1
1
1
VUmVUm
K
K
T −+−⋅
+
−
−=∆ , (10.4) 
де  11 VU −  і 22 VU −  втрачені швидкості. 
Якщо пружний удар, то 1=К , у випадку непружного удару 
0=К . 
2. Косий удар двох куль (рис. 10.2). 
 
Закон збереження кількості руху: 
 



+=+
+=+
,
,
22112211
22112211
nnnn VmVmUmUm
VmVmUmUm ττττ
 (10.5) 
де:   rrrr VUVU 2211 , == . 
Коефіцієнт відновлення: 
 .
21
12
nn
nn
VV
VU
K
−
−
=  (10.6) 
3. Удар по тілу, яке обертається (рис. 10.3).  
Нехай тіло обертається навколо осі Az. В деякий момент часу до  
тіла прикладений ударний імпульс S
r
. Маса тіла М. 
Теорема про зміну кінетичного моменту за час удару: 
 ( )SmLL ZZZ
r
=− 01 . (10.7) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
Кутова швидкість тіла за час удару: 
 
( )
,01
Z
Z
I
Sm
r
+ω=ω  (10.8) 
де −
Z
I  момент інерції тіла;   −0ω  початкова кутова швидкість 
тіла. 
Оскільки моменти відносно осі z імпульсних реакцій BA SS
rr
, , які 
виникають в підп’ятнику, рівні нулю, то 
 )()( 01 SmI zz
r
=ω−ω . (10.9) 
Отже 
 
z
z
I
Sm )(
01
r
+ω=ω . (10.10) 
Кутова швидкість тіла за час удару змінюється на величину, яка 
дорівнює відношенню момента ударного імпульса до момента 
інерції тіла відносно осі обертання. 
 
10.1. Питання для самопідготовки 
1. Яке механічне явище називається ударом? 
2. Який удар називається  прямим центральним ударом?  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 3. Який удар називається косим? 
4. Запишіть закон збереження кількості руху при прямому 
центральному ударі. 
5. Запишіть закон збереження кількості руху при косому ударі? 
6. Запишіть формулу для визначення коефіцієнта відновлення. 
7. Запишіть формулу для визначення втрати кінетичної енергії у 
випадку: 
а) пружного удару; 
б) непружного удару. 
10.2. Порядок розв’язування задач на 
визначення швидкостей тіл 
1. Напрямляємо вісь n вздовж лінії центрів, вісь τ – 
перпендикулярно до неї (рис. 10.1). 
2. Визначаємо проекції на осі  n і  τ швидкостей ττ 2211 ,,, VVVV nn  
тіл, які ударяються на початку удару. 
3. Визначаємо проекцію загальної швидкості nU  тіл на вісь n в 
кінці абсолютно непружного удару за формулою: 
 .
21
2211
mm
VmVm
U nnn +
+
=  
4. Визначаємо проекції швидкостей  ττ 2121 ,,, UUUU nn  тіл на осі 
n і τ в кінці удару за формулами: 
( ) ( ).,,, 22112211 nnnnnnnn VUKUUVUKUUVUVU −+=−+=== ττττ   
5. Визначаємо модулі швидкостей тіл в кінці удару: 
 .; 22
2
22
2
1
2
11 nn UUUUUU +=+= ττ  
Напрямок швидкостей: 
 
nn U
U
tg
U
U
tg
2
2
2
1
1
1 ,
ττ ββ == . 
У випадку удару тіла в нерухому площину вважаємо масу 
нерухомої площини нескінченно великою, а швидкість до удару 
рівною нулю  ( ).0, 22 =∞= Vm  У випадку прямого центрального 
удару проекції швидкостей на τ дорівнює нулю. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 10.3. Приклади розв’язування задач 
Задача 1. Швидкості до удару двох куль рівні: 
смVсмV /2,/6 21 == . Маси куль кгmкгm 3,4 21 == . Визначити 
швидкості куль після удару 21,UU , якщо кулі рухаються в одному 
напрямку. Коефіцієнт відновлення К=0,8 (рис. 10.4). 
 
Розв’язання 
В даному випадку маємо прямий центральний удар двох куль: 
.
4
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;
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UU
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K
−
=
−
−
=
 
Тоді 2.312 =−UU . (1) 
Закон збереження кількості руху: 
 
 .30236434
,
21
22112211
=⋅+⋅=+
+=+
UU
VmVmUmUm
 (2) 
Розв’язавши систему рівнянь (1)  і  (2) визначимо U1  і  U2: 
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 Відповідь: .11,6;91,2 21 с
м
U
с
м
U ==  
Задача 2. Дві абсолютно пружні кулі з одинаковими масами  
,1021 кгmm ==  рухаючись поступально з однаковими по модулю 
швидкостями ,/2621 смVVV ===  ударяються (рис. 10.5). 
Визначити швидкості куль після удару, якщо .45°=α  
 
Розв’язання 
В данному випадку маємо косий удар. Удар абсолютно пружний, 
то 1=K . Визначимо проекції швидкостей куль до удару: 
.cos;
;sin;0
21
21
α−==
α== ττ
VVVV
VVV
nn
 
Після удару куль проекції швидкостей будуть: 
ττ 2121 ,,, UUUU nn . 
Закон збереження кількості руху в проекціях на осі n  і  τ: 
.
;
22112211
22112211
nnnn VmUmVmVm
VmUmVmVm
+=+
+=+ ττττ
 
Тоді 
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nn UUVV
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+=α ττ
 (1) 
Оскільки удар абсолютно пружний, то: 
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Розв’язуючи систему рівнянь (1)  і  (2), одержимо: 
./26
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2
226cos
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смVU
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n ==
−=⋅−=α−=τ  
Задача 3. Кулька масою HP 21 =  падає з висоти мh 11 =  на 
нерухому плиту вагою HP 202 =  (рис. 10.6) і відскакує на висоту 
.25.02 мh =  Обчислити втрату кінетичної енергії при ударі. 
Розв’язання 
Втрата кінетичної енергії обчислюється за формулою: 
 ( ) ( )
2
1
21
212
21 2
1 V
mm
mm
KTT
+
−=− . (1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Для визначення коефіцієнта відновлення К визначимо швидкість 
кульки U1: 
 ( ).11 nnnn VUKUU −⋅+=  (2) 
Визначимо Un за формулою: 
  .
21
2211
mm
VmVm
U nnn +
+
=  
Рис. 10.6 
1V
r
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Оскільки ,02 =nV   то:  
21
11
mm
Vm
U nn +
= . (3) 
Підставивши (3) в (2), одержимо: 
  .1
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1 nn V
mm
kmm
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+
+
=  (4) 
З (4) визначимо К:  .
1
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2
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2
1
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U
m
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m
m
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Оскільки кулька здійснює вільне падіння, то: 
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Підставивши (6) в (5), одержимо: 
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Підставивши (7) в (1), одержимо: 
( )  . 1 1
21
212
21 h
PP
PP
KTT
+
⋅
−=−  
Використовуючи числові значення, отримуємо: 
 .5.1021 мHTT ⋅=−  
Відповідь: .5.1021 мHTT ⋅=−  
 
10.3.1 Розв’язування задач на застосування 
теореми про зміну кінетичного моменту 
механічної системи 
1. Зображаємо на рисунку зовнішні ударні імпульси. 
2. Обчислюємо суму моментів ударних імпульсів (тобто 
імпульсів всіх зовнішніх миттєвих сил) відносно осі обертання z. 
3. Підставивши суму моментів ударних імпульсів в рівняння  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ( ) ( )( ),
1
12
e
k
n
k
zzzz FSmI
r
∑
=
=ω−ω   визначаємо невідому величину. 
 
Задача 4. Тягар вагою Р1, рухаючись вправо по горизонтальній 
площині (рис. 10.7), в момент удару з ідеальним стержнем ОА 
вагою Р2 і довжиною ℓ, має швидкість V. Визначити кутову 
швидкість в кінці удару, а також ударний імпульс. Удар вважати 
абсолютно непружним. 
 
 
Розв’язання 
Запишемо теорему про зміну кількості руху тягарця: 
 ,11
1 SV
g
P
V
g
P
−=−  (1) 
де V1 – швидкість тягарця в кінці абсолютно непружного удару. 
Запишемо теорему про зміну кінетичного моменту однорідного 
стержня: 
( )( )ek
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k
Ozz FSmLI
rr
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1
01
. 
У даному випадку: 
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Задача 5. Куля масою m1  попадає в центр ваги C нерухомої 
квадратної мішені масою m2 із швидкістю V1, яка напрямлена 
перпендикулярно до мішені. Мішень може обертатися навколо осі 
Az (рис. 10.8). Визначити величини реактивних ударних імпульсів в 
підп’ятнику і підшипнику, вважаючи удар абсолютно непружним, 
якщо: 2, aCDOCaOBOA ==== . Мішень вважати однорідним 
диском. 
Розв’язання 
Вибираємо нерухому систему координат, яка зв’язана з 
мішенню. Напрямляємо ударний імпульс S
r
 і складові реактивні 
ударні імпульси: ByBxAzAyAx SSSSS
rrrrr
,,,, . До кулі прикладений 
ударний імпульс з боку мішені S ′
r
, причому  .SS ′=
rr
  
Запишемо теорему про зміну кількості руху для кулі: 
 ,1121 SVmVm ′−=−  (1) 
V1 – швидкість кулі до удару; 
V2 – швидкість кулі в кінці удару. 
Запишемо теорему про зміну кінетичного моменту для мішені: 
( )
212
a
SI z =ω−ω . 
В початковий момент часу .01 =ω  
Для мішені  
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 Тоді   
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Враховуючи, що:
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Складемо систему рівнянь використавши теорему про зміну 
кількості руху і кінетичного моменту в проекціях на нерухомі осі: 
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Оскільки ,2,0,0,0 1 axII Cxzyz ====ω  то: 
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Розв’язавши систему рівнянь, одержимо: 
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